第 一 部 分 质点 和 刚体 
第 一 章 ”质点 和 刚体 的 运动 学 


运动 学 〈 主 要 是 质点 和 刚体 的 运动 ) 是 理论 力学 中 的 一 个 重要 过 
分 ， 它 不 仅 是 动力 学 的 基础 ， 而 且 运动 学 本 身 在 工程 实际 中 也 有 着 许 
多 应 用 。 例 如 ,在 设计 传动 机 构 时 首先 要 作 运 动 分 析 , 特 别 在 仪表 设计 
中 ,由 于 零件 受 力 较 小 ， 动 力 分 析 往 往 可 不 加 考虑 ,运动 分 析 就 成 为 设 
计时 的 主要 内 容 。 人 

运动 学 是 以 研究 质点 和 刚体 这 两 个 简化 模型 的 运动 为 基础 的 。 它 - 
通过 位 移 、 速 度 , 加 速度 及 角速度 等 物理 量 来 描述 和 研究 物体 位 置 随时 
间 的 变化 规律 ,而 并 不 考虑 导致 物体 位 置 和 运动 状态 改变 的 原因 , 即 不 - 
考虑 作用 在 物体 上 的 力 。 因 为 运动 学 中 不 涉及 物体 的 质量 ， 所 以 不 妨 
把 质点 抽象 成 一 个 不 计 质量 .没有 大 小 的 几何 点 ,因此 ， 常 把 质点 运动 
学 抽象 为 点 的 运动 学 。 / 

本 书 的 前 六 章 是 研究 质点 和 刚体 ， 只 有 掌握 了 这 两 类 运动 的 规律 : 
才能 进一步 研究 变形 体 (弹性 体 等 ) 的 运动 ， 这 时 要 分 别 研究 第 天 的 光 
体位 移 和 变形 位 移 。 

为 了 描述 运动 ,我 们 首先 要 搞 清 楚 参 考 体 、 参 考 系 和 坐标 系 三 个 概 
念 ,它们 之 间 既 有 联系 ,又 有 区 别 。 

我 们 知道 ,物体 的 运动 都 是 相对 的 。 为 了 要 描述 某 个 物体 的 位 置 和 
运动 ,就 旨 选 取 另 外 一 个 物体 作为 参考 ,这 个 作为 参考 的 物体 就 称 之 为 
参考 体 ,在 理论 力学 中 , 常 选取 某 个 三 维 的 ,不 变形 的 物体 作为 参考 体 。 

为 了 讨论 方便 ,我 们 还 要 把 参考 体 抽象 为 参考 系 , 即 在 参考 体 上 安 、 
置 一 个 固 连 的 三 维 标 架 ,用 它 代表 这 个 参考 体 ,这 个 标 架 就 称 之 为 参考 
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系 。 参 考 体 总 是 一 个 大 小 有 限 的 真实 物体 ， 而 参考 系 则 应 理解 为 与 参 
考 体 相 固 连 的 三 维 空间 , 它 是 无 限 的 。 例 如 , 当 我 们 选取 地 球 为 参考 体 
时 ,可 在 地 面 上 固 连 一 个 标 架 ,其 三 个 方向 分 别 沿 着 当地 的 经 线 方向 、 
纬 线 方 向 和 指向 天 顶 的 方向 ,这 样 的 标 架 称 之 为 地 球 参考 系 ,我 们 可 在 
此 参考 系 中 讨论 某 个 人 造 卫 星 的 运动 ,虽然 该 卫星 离 地 面 有 几 万 公里 ， 
但 它 仍 在 地 球 参考 系 的 空间 中 运动 。 当 然 ,在 地 球 上 各 点 ,包括 地 心 都 
可 安置 一 个 固 连 的 标 架 , 它 们 本 质 上 是 一 样 的 ,都 代表 地 球 ， 可 认为 是 
同一 参考 系 。 所 以 一 个 参考 体 对 应 于 一 个 参考 系 。 

有 时 候 ,参考 系 是 更 为 抽象 的 ,可 能 只 有 参考 系 而 没有 真实 的 参考 
体 。 例 如 ,设想 一 个 标 架 ,该 标 架 以 地 球 中 心 为 原点 ， 三 个 方向 分 别 指 

问 三 显 恒 星 , 它 的 原点 点 与 地 心 一 起 运动 , 标 架 的 三 根 轴 在 太阳 系 的 指向 

不 变 ， 这 也 是 一 个 参考 系 ， 称 之 为 地 心 参考 系 。 它 与 前 述 的 地 球 人 参考 
系 是 不 同 的 ,地 心 参考 系 并 没有 固 连 在 某 个 真实 参考 体 上 ,而 且 在 地 心 
参考 系 中 可 观察 到 地 球 的 自转 。 今 后 ,我 们 不 作 特别 声明 时 ,总 选取 地 
球 参考 系 。 

在 选 定 参 考 系 后 ,对 某 一 物体 的 运动 的 描述 才 有 确定 的 意义 。 为 了 
对 物体 的 运动 作 数学 描述 ， 就 要 在 参考 系 中 建立 坐标 系 ， 它 可 根据 题 
目的 要 求 和 解 题 的 方便 自由 选 定 。 同 一 个 参考 系 中 可 建立 许多 个 不 同 
的 举 标 系 (原点 可 以 不 同 ,坐标 轴 的 方向 也 可 不 同 ) ,而 且 坐 标 系 还 有 各 
种 不 同 的 形式 (例如 直角 坐标 系 、 平 面 极 坐标 系 等 等 )。 例 如 , 当 讨论 人 
造 地 球 卫 星 的 运动 时 ,在 地 心 参 考 系 的 轨道 平面 中 ,建立 以 地 心 为 极点 
的 平面 极 坐 标 系 是 最 方便 的 。 

由 于 固 连 在 参考 系 中 的 空间 直角 坐标 系 就 是 一 个 标 架 ， 因 此 常用 
直角 坐标 系 代 表 人 参考 系 , 它 具有 参考 系 和 坐标 系 的 双重 意义 。 


31.1 质点 运动 学 


本 节 讨 论点 在 某 一 选 定 的 参考 系 中 作 任 意 运动 时 ,该 点 的 速度 、 
加 速度 和 轨迹 的 表达 式 ,我 们 将 用 矢量 法 .坐标 法 和 自然 法 分 别 加 以 描 
述 。 
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1， 矢量 法 

矢量 法 的 优点 是 表达 简洁 ,而 且 对 各 种 坐标 系 都 适用 ;在 理论 推导 
和 求证 时 常用 此 法 。 

假设 我 们 已 经 选 定 了 某 个 参考 系 ,而 0 是 其 中 一 个 回 定 点, 则 任 一 
点 呆 在 参考 系 中 的 位 置 就 可 用 ?= OAM 来 


表示 (图 121),? 称 为 MM 点 的 位 置 矢量 ， 或 2 
称 为 矢 径 。 
如 果 任 一 瞬时 1， 点 的 矢 径 了 都 是 已 
知 的 , 则 是 时 间 上 的 矢量 函数 , 即 
T=7(1) (1.1) 0 
(1.1) 式 就 称 为 4 点 的 运动 规律 。 根 据点 的 图 1- 


运动 性 质 ,可 知 (1 是 时 间 上 的 单 值 , 连 续 函 数 ， 当 M 点 运动 时 就 在 
参考 系 中 描 出 一 条 连续 曲线 ， 这 条 曲线 称 为 LM 点 的 轨迹 或 轨道 。 而 
(1.1) 式 就 是 轨迹 的 参数 方程 (以 t 为 参数 )。 根 据 轨迹 的 不 同 ,可 将 点 
的 运动 分 为 空间 曲线 运动 ,平面 曲线 运动 和 直线 运动 等 。 
设 ?(t) 关 于 t 是 二 次 可 导 的 ,根据 矢量 导数 的 定义 ， 我 们 把 7(t) 
的 一 阶 导数 -9 称 为 M 点 在 时 刻 t 的 瞬时 速度 矢量 ,简称 速度 ， 记 作 
v(t) ,我 们 用 在 字母 了 上 加 一 点 并 用 它 来 表示 对 时 间 的 导数 ， 则 速度 
与 矢 径 了 的 关系 是 
V(t) =7(t) : (1.2) 
显然 ,速度 沿 着 轨迹 的 切线 方向 。 / 
再 把 过 度 矢 量 对 时 间 求 导 一 次 ， 即 -9 , 称 为 M4 点 在 时 刻 t 的 肯 
时 加 速度 矢量 ,简称 加 速度 , 记 作 a(t), 则 有 
alt) = 也 (办 = 了 (四 (1.3) 


例 1.1 单位 矢量 的 导数 。 设 4 (1 是 平面 上 的 一 个 单位 矢 量 ， 
即 | 4"(b| =1， 又 设 在 时 刻 上 妈 " 与 平面 上 固定 直线 Ox 的 夹 角 为 


p(t) (图 1-20), 试 求 导数 的 表达 式 。 
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图 1-2 
【 解 】 人 
我 们 分 别 求 天 量 一 9 全 -的 方向 和 大 小 。 


先 求 方向 。 因 14"( 轨 | = 1, 即 (4)*=1, 两 边 对 tt 求 导数 得 


,dA 
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即 矢量 < 全 全 -的 方向 与 单位 矢量 4° 本 身 垂 直 。 这 是 一 个 经 常用 到 的 


=0 


性 质 , 它 对 于 空间 的 单位 矢量 同样 成 立 。 
再 求全 全 的 大 小 | 


。 设 经 At 后 ,单位 矢量 4"(i+ At 转 过 


。 4 。 


角度 Ap, 根 据 撩 量 导数 的 定义 和 图 1-25, 有 
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现 设 2"(t) 为 垂直 于 4°%(t) 的 单位 矢量 , 且 沿 着 9 增 大 的 方 问 为 
正 ( 图 1-2c), 则 单位 矢量 的 导数 公式 为 

2。 坐 标 法 

对 实际 的 力学 问题 ， 常 要 求 出 物体 速度 、 加 速度 的 具体 大 小 和 方 
向 ,以 及 轨迹 方程 等 ,这 时 可 选用 合适 的 坐标 系 ， 将 速度 或 加 速度 在 该 
举 标 系 中 投影 , 写 出 各 分 量 的 表达 式 后 再 进行 运算 ,这 就 称 为 坐标 法 。 

必须 指出 的 是 ,由 于 矢量 法 和 坐标 法 都 要 作 微 分 运算 ,所 以 必须 要 
列 出 任意 时 刻 ( 非 特殊 位 置 ) 的 位 置 或 速度 的 表达 式 , 才 能 求 导 。 

常用 的 誉 标 系 有 直角 坐标 系 . 平 面 极 坐 标 系 . 圆 柱 坐 标 系 和 球面 坐 
标 系 等 ,下 面 将 分 别 讨 论 之 。 

(1) 直角 坐标 系 。 这 是 大 家 熟悉 的 , 设 Oxyz 为 箔 卡尔 右手 系 , 沿 
坐标 轴 的 单位 矢量 分 别 为 上 7 %。 点 MM 的 坐标 为 (4，y，z)， 则 矢 径 
r(OM) 为 

r= Xt+y7+2zk (1.4) 

要 求 得 速度 和 加 速度 在 直角 坐标 系 中 的 各 分 量 ， 则 只 要 根据 定义 

(1.2) 和 (1.3) 式 ,将 (1,.4) 式 对 时 间 求 导数 即 可 ， 


v=7=xi+y7+2k (1.5) 
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a=a= Xi+yi+2zk (1.6) 
而 pb 利 串 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 表达 式 为 
V,=X, Vs=Y), VY,=2 (1.7) 


Qs,=X, Qy=Y, Qs=z (1.8) 
读者 可 由 此 自行 求 出 和 的 大 小 及 方向 (由 方向 余弦 给 出 ) 的 表达 
5 

例 1.2 半径 为 RR 的 轮子 沿 直 线 轨道 无 滑动 地 深 动 ( 称 为 纯 深 动 )， 
已 知 轮子 转角 2( 轮 予 上 半径 与 空间 固定 的 一 直线 间 的 光 角 , 如 图 1-3 
所 示 ) 的 运动 规律 为 9 = 2(t) , 试 求 轮子 边缘 上 一 点 骨 的 轨迹 .速度 和 
加 速度 。 


图 1-3 


I 解 】 取 轮 缘 上 的 M 点 为 动 点 (研究 对 象 )。 在 轮子 滚动 的 平面 
上 建立 直角 坐标 系 4Yy， 原 点 妇 是 轮子 滚动 中 1 点 的 某 个 最 低位 
置 ,4x 轴 沿 滚轮 的 直线 轨道 ,在 任意 时 世 轧 轮子 位 置 如 图 1-3 所 示 ， 
C 为 轮 心 ,C 是 轮 缘 与 轨道 的 接触 点 , ZLCCM = p(t)。 
由 于 轮子 只 有 滚动 而 没有 滑动 ,所 以 4C = EM = Rp。 这 样 可 得 
M 点 的 坐标 为 ， 
| = AC -GMsing= R(9- sin gy) 
y= CC -GM cosp= 尺 (1-cosp) 
因为 g(t) 是 已 知 的 ,所 以 (1) 式 就 是 M 点 的 运动 规律 ,也 是 六 点 轨迹 
的 参数 方程 。 容 易 看 出 ,这 是 一 条 旋 轮 线 , 深 轮 是 它 的 枉 央 。 
由 (1) 式 邑 可 求 出 如 点 速度 的 直角 坐标 分 量 为 
。 6 。 


(1) 


v,= X= RO(l- COS ) 
| . x (2) 


v,= 97= Rgsing 
速度 的 大 小 为 人 
v= Xty? 
-191(2R| sn -2|)=10177T 


它 的 方向 沿 轨 迹 的 切线 。 由 此 可 以 证 明 旋 轮 线 的 一 个 重要 性 质 如 下 : 
由 图 1-3 可 知 

CM= -Rsingi+t+R(l-cosg)s 
由 (2) 式 ,2 CN = 0, 所 以 旋 轮 线 上 任 一 点 4 的 切线 方向 与 连 线 MC 
相 垂 直 (C 是 母 贺 上 与 轨道 的 接触 点 ) ,或 者 说 , 旋 轮 线 上 MM 点 的 主 法 线 


方向 是 沿 着 44C 的 ,出 此 可 方便 地 和 画 出 旋 轮 线 上 任 一 点 的 速度 方 向 。 
又 当 1 点 在 最 低位 置 4 点 ,B 点 (y=0), 即 p=0,2r 时 ， 由 (2) 式 可 
知 ，x= = 0, 所 以 轮 予 作 纯 滚 动 时 , 轮 缘 接 触 点 的 瞬时 速度 为 零 。 
由 (2) 还 可 求 得 加 速度 @ 的 分 量 为 
fC 人 Ro sing zi 
Qa,= Rosing + Rocosg 
值得 指出 的 是 , 当 点 在 最 低位 置 , 即 89 = 0,27 时 ， 4,=0, ay= 


R gp?, 所 以 在 滚轮 与 轨道 的 接触 点 C 处 ,加 速度 的 方向 指向 轮 心 G， 而 


其 大 小 却 与 9 无 关 。 

(2) 平面 极 坐 标 系 。 当 已 知 点 作 平 面 曲线 运动 时 ,有 时 (例如 人 人 造 
地 球 卫星 的 运动 ) 采用 极 坐 标 系 比 用 直角 坐标 系 更 方便 。 现 在 就 来 导 
出 极 沧 标 下 速度 和 加 速度 的 表示 式 。 

在 平面 极 坐标 系 中 , 设 点 4 的 位 置身 极 坐标 (7,9) 给 出 ,点 4 的 
运动 将 由 运动 规律 +=7(t) 和 @g= w(t) 来 描述 。 今 沿 矢 径 OM 有 方向 取 
径 问 单位 矢量 ?7% 图 1-4) ;再 取 另 一 个 模 向 单位 矢量 gq", 它 由 7 沿 着 


p 角 增加 的 方向 转 过 -> 而 得 到 ,所 以 9 与 了 7 互相 垂直 。 与 直角 坐标 


系 的 情 襄 不同， 现在 单位 矢量 ?7',p” 的 方向 要 随 着 只 点 的 运动 而 改 
变 ， 即 它们 都 是 时 间 上 上 的 函数 。 
根据 矢 径 7 的 定义 和 单位 矢量 导数 公式 可 得 下 列表 达 式 


图 1-4 
=77° (1.9) 
v=7 = rr°+ 79p° (1.10) 
a=0= 7-79)7 + 79 + 27 0 )9 (1.11) 
则 9 和 @a 的 径 向 分 量 , 模 向 分 量 分 别 由 下 式 表 出 ， 
vV,=7, v,=79 (1.12) 
A 7 ~ 9’, 1 yo+27 9 = 一 本 (720) (1.13) 


必须 注意 ,这 里 的 径 向 和 横向 ,在 一 般 情 况 下 是 不 同 于 轨迹 的 法 同 
和 切 回 的 。 
最 后 ,在 平面 极 坐标 系 中 ,点 的 轨迹 方程 可 由 运动 规律 消去 上 而 得 
到 ， 即 
r=7(9) (1.14) 
例 1.3 图 1-5 所 示 为 凸轮 - 挺 杆 机 构 。 今 凸轮 绕 CO 轴 以 匀 角 速 
a 转动 ,为 使 挺 杆 4B 能 以 匀速 4 上升， 试 求 凸 轮 上 CD 段 轮廓 线 的 
曲线 方程 。 
【 解 】 以 凸轮 为 参考 体 , 并 在 其 上 建立 平面 极 坐 极 系 ， 极 轴 QOx 通 


过 凸轮 上 的 C 点 ,如 图 1-5 所 示 。 


现 讨 论 挺 杆 端点 4 的 运动 。 从 凸 轮 上 看 , 杆 上 的 4 点 始终 沿 其 


轮廓 线 上 运 动 , 所 以 应 求 4 点 的 轨迹 。 
设 和 4 点 沿 CD 段 运 动 时 的 坐标 为 (7， 
9) ， 又 设 凸 轮 基 圆 的 受 灶 径 为 尽 ， 且 设 当 
t=0 时 C 点 与 和 4 点 相 重 合 , 则 由 图 可 得 4 
点 的 运动 规律 为 
人 
n= ot 
消去 时 间 t， 即 得 4 点 在 凸轮 上 的 轨迹 方程 


a pe 


显然 ,CD 段 曲 线 应 是 阿 基 米 德 螺 线 。 


图 十 5 


(3) 柱 面 坐 标 系 。 当 动 点 作 空 间 曲线 运动 时 ， 有 时 可 采用 柱 面 从 
标 系 。 设 动 点 4 在 柱 面 坐标 系 中 的 位 置 由 (7 ,89,z) 来 表示 (图 1-6)， 
即 由 M' 点 (MM 点 在 *7) 平 面 上 的 投影 ) 的 平面 极 坐 标 (+, 9) 和 和 庆 点 的 
直角 坐标 z 合并 而 成 , 设 其 单位 矢量 分 别 为 7"、p"、, 则 在 柱 面 坐 标 系 


中 ,点 的 运动 规律 是 


r=7(t), p= (it), 2=2(t) 
天 径 为 
P=7r7r°+2k 
根据 单位 矢量 导数 的 公式 ， 可 得 与 @ 在 柱 面 坐标 系 中 前 表达 式 
为 
v=77 +47 opr + zk (1.15) 
G= (7-79)7°+ (79+27 pp +2Zk (1.16) 
3。 自然 法 
当 已 知 点 的 运动 轨迹 时 ， 若 用 晶 线 弧 长 $ 作为 参数 来 描述 点 的 束 
度 与 加 速度 往往 是 方便 的 ,这 就 是 自然 法 。 
设 已 知 动 点 以 的 轨迹 是 空间 上 曲线 CC, 则 以 s 为 参数 时 ,MM 点 的 矢 


径 可 表示 为 r=7(s) 
运动 规律 是 
s= s(t) 
由 速度 的 定义 (1.2) 式 ,可 得 
v=- dr dr.ds 
di ds dt 
由 于 | 。 = 有 SE 一 就 是 轨迹 在 MM 点 切线 方向 (MT) 的 单位 矢量 


T( 图 1-7)， 人 S 的 下 向， 所 以 速度 9 的 方向 沿 着 该 点 轨迹 的 切线 


图 1-7 


目 其 大 小 为 | s |。 即 
. 10 S 


v= 57 (1.17) 
由 (1.3) 式 ,可 得 加 速度 为 
dz 


dz 
G=V= SV + S = ST+ 3 (1.18) 


现在 要 计算 9 一 ;因为 它 是 单位 天 量 ?( 空 间 矢量 ) 对 s 的 导数 ， 所 


以 -的 方向 是 与 相生 直 的 ， 即 位 于 M 点 的 法 平面 内 。 再 求 -和 


的 大 小 ,如 图 1-8, 设 及 ' 是 曲线 C 上 与 M 点 相 邻 近 的 点 ,其 切 向 单位 
矢量 为 z'=v(s+As), 在 MM 点 作 有 ISJr'， 则 得 以 zt 和 7 为 腰 的 等 


Ed 


除 三 角形 MTS, 设 LTMS = A9, 则 


[于 四 A7 TS 
ds | = lim As = lim ‘As 
-lim|_1i1. 2 sin Al 
Ca 0| 2 
40 


Sin -一 一 
= ]1 2 1 _A40 
= nm 7 lim| Zs 


因为 dp 是 两 无 限 邻 近 的 切线 间 的 夹 角 ， 所 以 d9/ds 就 是 放 点 的 曲 
率 ， 而 它 的 倒数 p= 


当 4s->0 时 ,我 们 把 AMT'S 所 在 平面 的 极限 位 置 称 为 密切 平面 ， 
则 -9 就 在 这 个 平面 内 ,我们 把 密切 平面 与 法 平面 的 交 线 称 为 点 的 
主 法 线 ， 其 单位 矢量 记 作 寻 (指向 曲线 的 四 方 为 正 )， 则 由 上 面 的 讨论 
可 知 
e 11 。 


(1.19) 


再 定义 一 个 单位 矢量 5=zxn, 称 为 用 点 的 副 法 线 单位 矢量 。 这 样 ， 
在 轨迹 的 每 个 点 上 都 可 作 三 个 相互 垂直 的 单位 矢量 5,%,5， 则 就 构成 
了 该 点 的 自然 坐标 系 。 

”现在 回 到 点 的 加 速度 表示 式 。 将 (1.19) 式 代入 (1,.18) 式 ,得 


GQ= ST + -~ (1,20) 
即 
2 
p 9 » 


上 式 表 示 : 加 速度 矢量 位 于 密切 平面 肉 。 切 向 加 速度 4, 是 由 于 速度 大 
小 的 改变 而 引起 的 ,而 法 向 加 速度 4 则 是 由 于 速度 方向 的 改变 〈 曲 线 
旁 曲 引 起 切线 方向 改变 ) 而 引起 的 。 全 加 速度 的 大 小 为 


a 
a= |a a V+ 
|al 了 
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自然 法 的 特点 是 在 轨迹 曲线 C 的 每 一 点 都 可 建立 一 个 坐标 系 
788, 且 它 只 依赖 于 该 点 附近 曲线 本 身 的 性 质 ( 依 赖 于 红 长 5)。 自 然 系 
下 的 速度 和 加 速度 表达 式 (1.17) 和 (1.21) 的 物理 意义 是 十 分 明显 的 。 

用 目 然 法 解 题 ， 常 要 计算 曲率 半径 p, 在 直角 坐标 系 下 , 设 曲 线 为 


?= f(x), 则 z 
ot 
ll 
dx? 


在 极 华 标 系 下 , 设 昌 线 为 7=7(9), 令 Y= - 导 -， = 全 和 ,出 


De (72+ 8’2)3/2 
|7*+ 27 2— rr | 


例 1.4 图 1-9 所 示 为 点 沿 圆柱 螺旋 线 的 运动 。 设 已 知 点 MM 的 运 
动 规律 为 += Recosotiy= 玉 sinoliz= 起 ot 其 中 RR.@ .hh 均 为 常数 。 


试 求 点 的 运动 轨迹 及 其 曲率 半径 ,并 求 动 点 速度 和 加 速度 的 大 小 。 
【 解 】 本 题 已 知 动 点 在 直角 上 坐标 系 中 的 运动 规律 ,因此 ,可 用 直角 

坐标 法 解 题 ,但 又 已 知 轨迹 (圆柱 螺旋 线 ， 如 

图 1-9 所 示 ) 的 参数 方程 ， 所 以 也 可 以 用 自 

然 法 解 题 。 现 把 这 两 种 方法 结合 起 来 求解 。 
先 由 直角 坐标 法 得 


V=W x2+ y+ 


= RI+ (hh/27)? (1) 
CV Wig i (2) 

又 由 自然 法 公式 得 
a,.=V=0 (3) 


d= Aa- a = Ro: 


a a,= /Pp 
所 以 p=0/(Ro’) = K+ p>R (4) 

即 圆柱 螺旋 线 的 曲率 半径 大 于 其 所 在 圆柱 的 半径 。 

上 面 举例 说 明了 点 的 速度 和 加 速度 公式 的 应 用 。 通 常 在 解 点 的 运 
动 学 问题 时 ,首先 要 确定 研究 对 象 ( 现 在 是 某 个 动 点 ) ， 认 定 参 考 系 ( 当 
不 作 说 明 时 , 即 认为 是 地 球 参 考 系 ) ,选用 合适 的 坐标 系 ,然后 根据 运动 
学 公式 进行 运算 , 现 再 举 一 例 。 | / 

例 1.5 图 1-104 所 示 为 曲柄 连 杆 机 构 ， 它 是 工程 上 常用 的 机 
构 。 设 曲柄 D = 尺 ， 连 杆 了 8 =1， 连 杆 上 M 点 与 4 点 的 距离 为 
b, 已 知 曲 顶 以 等 角 速 @ 绕 O 轴 转 动 。 试 求 MM 点 的 运动 轨迹 及 其 在 
直角 坐标 系 中 的 速度 分 量 。 

【 解 】 由 于 2 为 动 点 ,根据 机 构 的 结构 情况 取 直 角 坐 标 系 Ox 如 
图 1-1028 所 示 。 先 求 M 点 的 轨迹 ,注意 到 尺 sinof=ysinp, 即 得 4 
成 的 坐标 为 


{6b) ， 
(@) 


【c) 
i-10 


. 了 4。 


ot (1) 


y= (1-b)sing= a py (2) 


这 就 是 MM 点 思 迹 的 参数 方程 ,消去 参数 t, 可 得 一 条 四 次 曲线 ,由 (1)、 
(2) 可 知 , 这 是 一 条 闭 曲线 , 称 为 卵 形 线 。 对 于 特殊 点 4 ( 即 b5=0), 其 
轨迹 是 半径 为 六 的 圆周 ,而 对 于 已 点 , 即 2=17 轨 迹 为 直线 OXY 轴 。 特 


别 , 当 5=-， 即 MM 为 连 杆 4B 的 中 点 时 ,可 算得 M 点 的 轨迹 方程 为 
4 xX? (二 - 也 ) = (和 +3 六 + 全 R:) 


若 取 R= sd = 2 0= 1, 则 轨迹 形状 如 图 C 所 示 。 
为 了 求 册 点 的 速度 分 量 ， 可 将 (1) 式 和 (2) 式 分 别 对 时 间 求 导 ， 


即 
和 (3) 
w=)=Ro(1 7 cos ot (4) 


8$1.2 刚体 的 基本 运动 和 平面 平行 运动 


刚体 和 质点 一 样 , 是 力学 中 的 一 种 简化 模型 。 当 物体 内 各 质点 之 间 
的 距离 始终 保持 不 变 时 ,就 可 称 这 个 物体 为 刚体 ,本 节 和 以 下 两 节 就 是 
讨论 刚体 的 运动 。 刚 体 的 运动 形式 可 以 分 为 五 类 : 平 动 . 定 轴 转 动 、 平 
面 平行 运动 、 定 点 转动 和 一 般 运 动 。 前 两 类 运动 称 为 刚体 的 基本 运 
动 , 后 三 类 运动 可 看 成 由 前 两 类 运动 复合 而 成 的 。 刚 体 的 任何 运动 均 属 
此 五 类 之 一 。 掌 握 这 五 类 运动 的 特征 ,区 分 刚体 的 运动 类 型 ,这 对 于 学 
好 运动 学 和 动力 学 都 有 很 大 的 帮助 。 
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刚体 运动 学 的 基本 任务 就 是 要 求 出 刚体 上 各 点 的 速度 .加 速度 、 轨 
迹 等 运动 学 量 。 由 于 刚体 是 由 无 穷 多 个 质点 组 成 的 ,一般 说 来 ,各 质点 
的 运动 规律 是 不 同 的 ,因此 除了 刚体 作 平 动 外 ,所 谓 “刚体 的 速度 ,刚体 
的 加 速度 ?是 没有 意义 的 ,但 由 于 刚体 内 各 质点 的 相对 位 置 始 终 保持 不 
变 ， 因 此 各 质点 的 速度 、 加 速度 之 间 也 存在 着 一 定 的 关系 ,我们 要 注 
意 掌握 这 些 关 系 。 下 面 就 分 别 讨论 这 五 类 运动 。 

1。 平 动 

如 时 刚体 在 运动 过 程 中 ， 它 上 面 的 任意 一 条 直线 都 保持 与 其 原来 
位 置 相 平行 ,这 种 运动 就 称 为 刚体 的 平行 移动 ,简称 平 动 或 平移 。 此 时 
刚体 上 所 有 各 点 都 有 相同 的 速度 和 加 速度 ， 而 且 各 点 的 轨迹 形状 都 相 
同 。 所 以 刚体 上 任何 一 个 质点 的 运动 都 可 代表 整个 刚体 的 运动 ， 刚 体 
平 动 就 可 归结 为 质点 的 运动 ,这 就 是 上 节 讨论 的 内 容 。 

2。 定 轴 转 动 。 

如 果 刚 体 运 动 时 ,其 上 有 两 点 始终 不 动 ,这 种 运动 就 称 为 刚体 的 定 
轴 转 动 或 简称 为 转动 。 这 时 ,两 不 动 点 的 连 线 就 是 该 刚体 的 固定 转轴 ， 
整个 刚体 绕 此 固定 轴线 转动 。 要 注意 的 是 固定 轴 可 以 在 刚体 内 部 《如 
飞轮 的 转动 ,地 球 的 自转 等 ), 也 可 以 在 刚体 的 外 部 ,这 时 就 要 设想 刚体 
是 可 以 扩大 的 ， 而 固定 轴 就 在 扩 
大 的 刚体 上 。 例 如 列车 沿 着 贺 弧 
轨道 转弯 时 ,车厢 的 转动 轴 就 不 
在 车 大 上 。 

定 轴 转 动 刚 体 的 位 置 可 由 转 
角 0 确定 。 设 0572 为 固定 在 所 
选 参 考 系 中 的 坐标 系 (以 后 简称 
为 固定 系 ), 并 取 06 轴 与 刚体 的 
固定 轴 相 重合 (图 1-11); 再 取 一 
个 固 连 于 刚体 的 坐标 系 Oxyz( 以 
后 简称 为 国 连 系 ) ,并 使 0z 轴 与 O56 轴 相 重合 ( 正 向 也 一 致 ) , 则 刚体 运 
动 时 固 连 系 的 Oxz 平面 与 固定 平面 056 间 的 夹 角 0 称 为 刚体 的 转角 ， 
并 可 以 “ 轴 的 正 向 为 准 、 按 右手 法 则 决定 9 角 的 正 向 。 当 gp(t) 已 知 
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图 1-11 


时 ， 就 称 
y= p(t) 
为 刚体 定 轴 转 动 的 运动 规律 或 转动 方程 。 由 于 只 要 用 一 个 变量 (op 角 ) 
就 可 决定 它 的 位 置 ， 因 而 称 此 刚体 其 有 一 个 自由 度 。- 
转角 g(t) 对 时 间 的 导数 
do 


g(t) = -ar 


称 为 刚体 的 瞩 时 角速度 , 它 描述 了 刚体 转动 的 快慢 和 方向 ，9>>0 时 萌 


9 角 增 大 的 方向 转动 ，9 过 0 则 反之 。 
角速度 的 变化 率 , 即 角速度 对 时 间 的 导数 
Gt) = -SP 
称 为 刚体 的 月 时 角 加 速度 。 
角速度 的 量 纲 是 [时 间 ] ,常用 单位 是 1/s、 转 /分 等 ; 角 加 速度 的 
量 纲 是 [时 间 ] 了 2, 常用 单位 是 1/s* 、r/min? 等 。 


定 轴 转动 刚体 的 角速度 9 和 角 加 速度 p 描述 了 每 一 瞬时 刚体 整体 
的 运动 状态 ， 由 此 就 不 难 求 出 刚体 


上 各 点 的 速度 和 加 速度 公式 了 。 
”刚体 作 定 轴 转动 时 ， 其 上 任 一 0 
点 M 都 作 圆周 运动 ,圆心 就 在 转动 


轴 上 ,圆周 的 所 在 平面 与 轴线 垂直 ， 
半径 是 4 点 到 转轴 的 秋 直 距离 
下 (图 1-12), 圆周 运动 的 角速度 和 
角 加 速度 就 是 刚体 的 p(t 和 p(t)， 
所 以 容易 由 上 月 然 法 求 得 M 点 的 速 
度 和 加 速度 为 ， 
0= 尺 0 2 2.= 尺 0， a, = Ro 

现在 把 它们 写成 拓 量 的 形式 。 设 k 为 


图 1~13 


。 17 。 


转轴 oz 的 单位 矢量 ， 1 它 是 常 矢量 , 则 可 引进 角速度 矢量 w = op K 和 


角 加 速度 矢量 ES， = 0 于 。 再 设 MM 点 的 矢 径 为 ?= OM (0 是 转 

轴 上 菜 固定 点 ); 则 可 得 几 点 的 速度 和 加 速度 的 矢量 表示 式 为 
V=wxr (1.22) 
C=ExTr+twxU (1.23) 


显然 ,(1。.23) 式 右 端 中 第 一 项 sx? 就 是 切 向 加 速度 ， 而 第 二 项 wx% 
是 法 向 加 速度 。 

例 1.6 轮 系 的 传动 出。 在 工程 中 ， 常 利用 轮 系 传 动 来 提高 或 降 
低 机 械 的 转速 ,最 常见 的 是 齿轮 系 和 皮带 轮 系 。 例 如 ,为 了 要 将 电动 机 
的 转动 传 到 机 床 的 主轴 ,要 用 变速 箱 来 降低 转速 ,而 变速 箱 往 往 出 澳 轮 
系 组 成 ;而 在 机 床 中 ,常用 电动 机 通过 皮带 使 变速 箱 的 轴 转 动 。 

一 对 路 合 的 圆柱 齿轮 如 图 1-13& 所 示 ， 两 个 肯 轮 各 线 固 定 轴 
0O, 和 0, 转动 ,已 知 其 吕 合 圆 半 和 多 各 为 R, 和 R,; 齿 数 各 为 Z 和 2Z,s 
角速度 各 为 @, 和 %;。 设 4 为 两 个 齿轮 员 合 圆 的 接触 点 ， 因 无 相对 滑 
动 , 即 可 求 得 


0O， R, pA 


改 齿 轮 的 角速度 与 岩 数 成 反比 。 
设 轮 I 是 主动 轮 , 轮 工 是 从 动 轮 ,在 工程 中 常 把 主动 轮 和 从 动 轮 的 
两 个 角速度 之 比值 称 为 传动 比 , 记 作 a :如 


,= 土 -Q1 


式 中 正 号 表示 两 轮 的 转 回 相同 , 负 号 表示 两 轮 的 转向 相反 。 
同 理 还 可 算得 图 1-13 2 所 示 的 皮带 轮 的 传动 比 公 式 为 
"i 
Q2 9 
即 两 轮 的 角速度 与 其 半径 成 反比 , 且 转 动 方向 相同 。 
例 1.7 图 1-14 所 示 为 连续 印刷 过 程 中 的 卷 纸 传送 , 传送 中 保持 
纸 以 匀速 VV, 水 平 输送 。 设 纸 厚 为 5, 初 始 时 纸 盘 半径 为 尺 , 试 求 任意 瞬 
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li,2 = 


力 


图 1-13 


时 t 纸 盘 半径 y(t) 及 纸 盘 和 角 加 速度 
e (1 的 表达 式 ， 
【 解 】 设 任意 时 刻 纪 ， 纸 盘 角 速 
度 为 o(t ), 则 
Vo=0@0(ft).7r(t) 
又 因为 纸 盘 每 转 一 图， 半径 就 减少 一 张 纸 的 厚度 。 即 每 转 一 辆 半径 的 
变化 率 为 


图 1-14 


eR/ 

At (2x/0) 2 Xr 

积分 后 可 得 
2 DO 

r(t)=V R = 

则 
ee , _ bp _ by _ bvo ,NY 
4 1 
8。 平 面 平行 运动 


刚体 运动 时 ， 如 果 刚 体 中 任意 一 点 与 某 一 固定 平面 始终 保持 相等 
的 距离 , 则 就 称 此 刚体 作 平面 平行 运动 ,简称 平面 运动 ,由 此 定义 可 知 ， 
刚体 内 任意 一 条 垂直 于 该 固定 平面 的 直线 作 平 动 ， 该 直线 上 各 点 都 有 
相同 的 轨迹 、 速 度 和 各 加 速度 ， 因 此 刚体 作 平 面 运动 时 ， 只 起 研究 刚体 
中 一 个 和 固定 平面 由 平行 的 截面 ( 洲 片 ) 的 运动 ， 于 是 空间 问题 就 简化 
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成 平面 问题 。 

在 工程 和 月 常生 活 中 常 遇 见 作 平面 运动 的 物体 ， 如 曲柄 连 杆 机 构 
中 的 连 杆 , 沿 直线 行驶 中 的 车 轮 等 。 

怎样 才能 确定 平 截面 S( 即 刚体 ) 的 位 置 呢 ? 我 们 建立 两 个 坐标 系 ， 
一 个 是 固定 系 O56n, 另 一 个 是 刚体 上 的 固 连 系 4x3 (图 1-15), 其 中 4 
是 刚体 上 任 选 的 一 点 , 称 为 基点 。 这 样 ， 刚 体 的 运动 就 相当 于 4Xy 系 
相对 于 0é&m 系 的 平面 运动 ， 而 为 了 确定 4Xy 系 的 位 置 ， 只 要 给 出 4 
点 在 Oé 系 中 的 坐标 (54,74) 以 及 x* 轴 与 & 轴 之 间 的 夹 角 9 即 可 。 在 
刚体 运动 过 程 中 ,这 三 个 量 都 是 二 的 通 数 ， 

64=64(t), m4=74(t), p= q(t) (1.24) 


图 1-15 
这 就 是 刚体 作 平 面 运动 时 的 运动 规律 。 由 于 用 三 个 独立 的 变量 &， 
749 就 可 完全 决定 刚体 的 位 置 ,因此 作 平 面 运动 的 自由 刚体 有 三 个 自 
由 度 。 

为 了 把 平面 运动 分 解 成 基本 运动 ， 我 们 再 引进 一 个 平 动 坐标 系 
AE&' , 它 的 原点 就 是 固 连 坐标 系 的 原点 4， 它 的 两 根 坐 标 轴 都 分 别 与 
固定 坐标 系 的 轴 相 平行 (图 1-15), 平 动 系 与 刚体 是 通过 基点 4 相互 联 
系 的 。 

平 动 坐标 系 48 07/ 具有 双重 身分 :一 方面 它 可 代表 某 个 刚体 的 运 
动 , 根 据 定义 , 它 相 对 于 参考 系 0&7 是 作 平 动 ,因此 平 动 坐标 系 48'71/ 
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中 每 一 点 的 速度 .加 速度 都 是 相同 的 ,我们 就 用 基点 Q4 的 速度 bs 和 加 
速度 @4 代表 平 动 坐 标 系 4 7 本 身 相 对 于 O67 坐标 系 的 速度 和 加 速 
上 度 ; 另 一 方面 ,我 们 又 可 把 45 0 系 看 成 是 一 个 参考 系 , 它 就 是 在 本 章 
开头 时 所 讲 到 的 那 种 有 参考 系 而 无 参考 体 的 情形 。 从 这 个 参考 系 中 来 
看 ,基点 4 是 不 动 的 ,而 刚体 作 定 轴 转 动 ,转轴 通过 基点 和 4， 并 与 运动 
平面 相 垂 直 。 这 样 ,由 于 我 们 引进 了 平 动 坐 标 系 A456 ,就 可 把 刚体 的 
平面 运动 分 解 为 两 部 分 ， 刚体 关于 平 动 参考 系 45’ 作 定 轴 转 动 ， 而 
A486'n 又 关于 固定 参考 系 O57n 作 平 动 。 

根据 上 述 分 解 运动 的 思想 可 方便 地 导出 刚体 作 平 面 运动 时 其 上 各 
点 的 速度 和 加 速度 的 分 布 公式 。 

设 固定 系 08w 的 单位 矢量 是 6*、w"， 固 连 系 AXy 的 单位 矢量 是 
i、.7 (图 1-16),M 是 刚体 上 任意 一 点 。 则 矢 径 


图 1-16 
其 中 AM 是 M 点 在 Axy 系 中 的 矢 径 , 且 | 4AM| = 常量 , 记 有 4M 为 1， 
有 0 rr = AM = wi+gyt 
则 MM 点 的 速度 为 
_ dry _dr,, dr’ 
i 《1.25) 


根据 前 述 的 运动 分 解 ,上 式 右 端 第 一 项 是 基点 人 的 速度 了 4= Sf-( 它 


a 21is 


也 就 是 平 动 系 A 中 任 一 点 的 速度 ) ， 而 第 二 项 由 上 节 定 轴 转 动 的 
(1.22) 式 得 -= wx ,其 中 心 = gk 是 刚体 (在 平 动 系 4 ) 的 角 
速度 矢量 , 则 (1.25) 式 为 


obiiox2i (1.26) 
这 就 是 刚体 作 平 面 运动 时 的 速度 分 布 公式 ， 它 表示 作 平 面 运动 的 刚体 
上 任 一 点 的 速度 是 基点 的 速度 和 该 点 在 平 动 参考 系 中 作 圆 周 运 动 时 速 
度 的 矢量 和 。(1.。26) 式 又 称 为 基点 法 速度 公式 。 使 用 这 个 公式 时 要 注 
意 两 点 :一 是 M 和 有 应 是 同一 刚体 上 的 两 点 ;二 是 角速度 矢量 ww 是 束 
个 刚体 运动 状态 的 物理 量 ， 它 与 基点 的 选取 和 固 连 系 坐标 轴 的 取 法 无 
关 。 如 图 1-17 (7 与 y; 轴 未 画 出 ) 所 示 ,Axy 和 Bx 是 同一 刚体 上 
两 个 不 同 的 固 连 系 ， 显 然 


图 1-17 


Pi1(t)=9(t)+a 
”但 因 刚 体 上 两 条 直线 闻 的 夹 角 是 不 变 的 , 即 a= 常数 , 取 微 商 即 得 
pi(t) = (1) = 0(t) 
所 以 刚体 平面 运动 的 角速度 是 定 轴 转动 角速度 的 推广 。 
例 1.8 求证 :刚体 作 平 面 运动 时 ,其 上 任意 两 点 4 和 B 的 速度 
在 该 两 点 连 线 上 的 投影 相等 。 
【证 】 取 肌 为 基点 , 则 B 点 的 速度 为 
> 22 。 


-DroxAB (1) 


1-18 


今 在 4B 方 向 上 取 一 单位 矢量 , 记 作 (AB*)( 如 图 1-18 所 示 ) ,将 (1) 式 
在 AB 方向 投影 ,得 到 


vp (4B) = va (AB)' 证 毕 
这 个 性 质 常 称 作 “ 速 度 投 影 定理 ”, 它 由 刚体 本 身 的 性 质 所 决定 , 当 


刚体 作 空 间 一 般 运 动 时 仍然 成 立 。 

有 了 速度 公式 以 后 ， 就 可 求 刚体 上 各 点 的 加 速度 分 布 。 将 (1,2f 
式 对 上 上 求 导 一 次 ,得 
- dox dvs dwxAM) 
“dr “dt di 
式 中 右 端 第 一 项 就 是 基点 4 的 加 速度 g@4， 即 平 动 系 4A&' 的 加 速度 ， 
而 第 二 项 是 转动 加 速度 。 将 定 轴 转 动 中 的 公式 (1.23) 代 入 ， 于 是 得 加 
速度 的 分 布 公式 为 


Be A dn A (1.27) 
由 于 刚体 作 平面 运动 时 , w 上 AM , 故 上 式 又 可 写 为 
qr=0 +ex AM- 0 AM (1,28) 
这 就 是 基点 法 加 速度 公式 。 


在 使 用 基点 法 的 速度 公式 和 加 速度 公式 时 ， 常 把 刚体 上 已 知 其 束 
。23。 


度 或 加 速度 的 点 选 作 基 点 ;另外 还 要 注意 ,现在 的 公式 都 是 天 量 式 ， 在 
具体 解 题 时 往往 要 选取 合适 的 方向 进行 投影 。 

例 1.9 梯子 的 滑动 .梯子 4B 长 1,B 端午 在 墙 上 。 如 将 梯子 下 端 
4 以 等 速度 向 右 水 平地 抑 动 〈 图 1-19 a)。 求 当 梯 子 与 墙 的 夹 角 


9 为 -6 时 , 忌 点 的 速度 va 和 加 速度 ra 以 及 梯子 的 角 加 速度 6 《用 /及 
w 表示 )。 
【 解 】 梯子 4B 作 平面 运动 ,建立 固定 系 O85 如 图 1-19 ,又 设 天 


是 垂直 于 O5 平面 的 单位 矢量 (名 、 8 组 成 右手 系 )。 由 于 4 点 的 速 
度 是 已 知 的 ,因此 可 把 它 取 作 基点 ,由 基点 法 速度 公式 可 得 


vs=V.+okx AB (1) 


图 1-19 


将 上 上 式 分 别 在 上 和 7 轴 上 投影 (图 1-195)， 得 


on 


[oo sin 下 


所 以 本 
4 V3 (2) 


e 24 。 


其 中 负 号 表示 B 点 的 速度 沿 7 轴 向 ,通过 计算 还 可 求 得 


a (3) 
ww 的 方 问 为 逆 时 针 方 向 。 
再 来 求 gz。 仍 以 44 为 基点 , 因 gw4= 0, 故 由 (1.28) 式 有 
Gs 二 exAB 一 wiAB rn : 
如 图 1-19c, 取 单位 矢量 7, 将 上 式 沿 这 些 方 向 投影 ,得 
ap COS 和 = ~ ao 
— Usp sin < = el 
这 样 ,可 解 得 
-8 人 1 2 
on = 一 1， 方向 沿 雪 轴 向 下 (4) 
Aw i 和 
ye 9 闭 时 针 方 癌 2 


请 考虑 一 下 ,假使 用 坐标 法 求 妃 点 的 速度 和 加 速度 与 现在 用 基点 
法 的 公式 有 何不 同 。 

4。 速 度 瞬 心 

当 刚 体 作 平面 运动 时 ,如 果 它 的 路 时 角速度 @ 拓 0， 则 刚体 上 一 定 
存在 一 点 C， 它 的 瞬时 速度 Vc = 0。 这 样 的 点 C 就 称 为 其 体 的 速度 姐 
心 。 证 明 如 下 : 

设 刚 体 S 上 某 点 4 的 速度 为 54, 刚体 角速度 为 w, 过 有 4 点 将 4 


顺 着 的 指向 转动 开 弧 度 得 垂 线 AC (图 1-20)， 并 取 4C = -2 
则 刚体 上 C 点 的 速度 是 


让 
lo 二 人 4 十 Co 关 AC 


因为 


一 一 > 
v=—-wx AC 


e 25 。 


所 以 gc = 0， 即 C 为 速度 瞬 心 。 当 然 C 点 亦 可 能 落 在 刚体 S 的 外 而 
这 时 认为 C 点 是 在 S 的 扩大 体 上 。 证 些 

必须 注意 : 豚 心 不 是 国 连 在 刚体 上 的 ,一般 说 来 ,不 同 有 瞬时 , 豚 心 在 
刚体 上 具有 不 同 的 位 置 。 

现在 把 速度 瞬 心 C 取 作 基点 ， 
则 作 平 面 运动 的 刚体 上 任 一 点 AM 的 
速度 公式 为 __、 

Duy=w_wxCM (1.29) 

这 个 公式 与 定 轴 转 动 刚 体 寺 质点 的 
速度 公式 是 一 样 的 。 这 就 是 说 ,平面 
运动 刚体 上 各 质点 速度 的 分 布 情况 
与 将 刚体 看 成 线 速 度 瞬 心 C( 即 过 
C 点 并 且 垂 直 于 运动 平面 的 轴 ) 作 定 轴 转 动 时 的 速度 分 布 情况 完全 相 
同 ， 从 这 个 意义 上 讲 ,速度 瞬 心 也 就 是 瞬时 转动 中 心 ,简称 瞬 心 。 

必须 注意 ， 瞬 心 的 速度 虽然 等 于 零 , 但 它 的 加 速度 并 不 等 于 零 ( 见 
例 1.2)， 因 此 它 不 再 是 下 一 时 刻 的 瞬 心 ， 所 以 瞬 心 不 沦 在 固定 系 或 圈 
连 系 上 的 位 置 ,都 是 随时 间 而 变 的 。 

有 时 ， 我 们 可 用 作 图 法 求 出 瞬 心 的 位 置 。 由 瞬 心 存在 性 的 证 明 可 
知 ， 瞬 心 位 于 刚体 上 任 一 点 速度 的 垂直 线 上 ， 因 此 当 己 知 刚体 上 任意 
两 点 4、B 的 速度 六 4 与 Vs 的 万 向 时 ， 过 4、 巨 分 别 作 这 两 点 速度 的 


图 1-20 


图 1-21 


ee 9 es 


和 形 直 线 ,它们 的 交点 C 就 是 瞬 心 了 。 当 然 也 可 能 出 现 丰 4/ Ta 且 下 人、 
Vs 与 4B 联 线 相 垂直 的 情况 ， 这 时 就 还 需 知道 这 两 点 速度 的 大 小 ， 
然后 由 图 1-12 或 图 1-13 所 示 的 方法 求 出 瞬 心 。 如 在 某 痉 时， 六 4 与 
Vs 不 但 方向 相间 ,而且 大 小 也 相等 , 则 该 瞬时 刚体 上 各 点 的 速度 均 相 
同 ,这 时 , 称 刚体 作 瞬 时 平 动 ( 瞬 心 在 无 穷 远 处 )。 

例 1.10 了 瞬 心 的 求法 。 图 1-23 所 示 为 曲柄 连 杆 机 构 ， 已 知 曲柄 
O4 长 为 慌 , 角 速度 为 ol( 划 , 连 杆 4B 长 为 1， 试 求 连 杆 4B 的 瞬 心 
位 置 及 滑 块 BB 的 速度 Vp。 

【 解 〗 连 杆 4B 作 平面 运动 。 因 曲柄 上 4 点 及 滑 块 妃 点 的 速度 
方向 均 为 已 知 , 因 此 可 求 出 瞬 心 C 的 位 置 如 图 1-23 所 示 。 设 角 0 与 角 


24 ”上 orcoSb 


1 coso 
从 而 求 得 如 点 的 速度 为 
v= CB. ssn bro) . Rocoso 


sin( 9) icosg | 


ee 0O7 。 


_ Koisin (0+ 9p) 
cosq 


We 品 然 角 0 与 角 9 之 间 存 在 关系 式 
Rsin0=ising 


由 以 上 可 以 看 到 , 当 0=p=0, 即 O、4、B 在 一 直线 上 时 ，B 点 就 
党 
是 腹心 , 这 时 o:= 了 8L， 当 0= 豆 , 即 04 生 家 于 OB 时 , 94 与 0 


相 平 行 ,由 速度 投影 定理 求 出 0 = vp, 因而 6,=0, 这 是 有 瞬时 平 动 。 

例 1.11 半 色 为 R 的 轮子 沿 直 线 轨 道 作 纯 深 动 ,已 知 轮 心 6 的 速 
率 为 常数 4, 如 图 1-24 a 所 示 , 试 求 轮 上 各 点 的 速度 分 布 。 

【 解 】 轮子 作 平 面 运动 。 设 C 为 轮 缘 与 轨道 的 接触 点 ， 在 例 1.2 
中 已 算得 zc = 0, 即 接触 点 C 是 轮子 的 瞬 心 , 则 由 (1.29) 式 可 得 轮 上 名 
点 的 速度 分 布 , 如 图 1-245 中 实 线 所 示 。 


。28 。 


由 图 1=24 5 立即 可 知 几 个 特殊 点 B.D,E 的 速率 :Ya=Tp=w22x;Yr 
= 22, 各 点 速度 的 方向 如 图 示 。 为 了 说 明 纯 滚 动 与 定 轴 转 动 的 区 别 , 图 
5 夯 出 了 轮子 作 定 轴 转 动 时 的 速度 分 布 , 图 中 虚线 代表 下 一 瞬时 轮子 的 
位 置 ,显然 它 与 图 虚线 所 示 的 速度 分 布 不 同 。 


$1.3 了 刚体 的 定点 转动 和 一 般 运动 


1。 刚 体 定点 转动 位 置 的 确定 ; 欧 拉 角 

设 刚 体 运 动 时 ,在 它 上 面 (或 是 它 的 扩大 体 上 ) 有 一 固定 不 动 的 点 ， 
则 称 此 刚体 作 定点 转动 。 例 如 ， 玩 具 陀 螺 绕 其 与 地 面 的 接触 点 作 定 点 
转动 ; 又 如 在 汽车 等 传动 机 构 中 常用 的 十 字 头 40B 绕 固 定点 O 作 定 
点 转动 (图 1-25)。 图 1-26 是 卡尔 登 环 。 


图 1-25 


为 了 决定 作 定 点 转动 刚体 的 位 置 ， 像 平面 运动 时 一 样 ， 建 立 两 个 
右手 正 交 坐标 系 ( 图 1-27): 一 个 是 固定 系 0505 系 , 其 原点 O 就 是 刚体 
的 固定 后 ;为 一 个 是 固 连 于 刚体 上 的 Oxyz 系 , 称 为 固 连 系 。 因 此 刚体 
的 位 置 完全 可 由 固 连 系 相对 于 固定 系 的 位 置 来 确定 。 例 如 可 由 两 组 坐 
标 系 间 的 方向 余 艾 ( 共 九 个 量 ) 决 定 ， 但 在 由 这 九 个 量 组 成 的 正 交 和 矩阵 


e 29 ，。 


中 ,只 有 三 个 量 是 独立 的 ， 所 以 刚体 绕 固定 点 自由 转动 时 ， 自 由 度 的 


图 1-26 图 1-27 


数目 也 是 3。 通 常 选取 三 个 独立 的 角度 ,9、9 来 描述 刚体 的 位 置 ,0， 
9 称 之 为 欧 拉 角 , 它 们 是 这 样 定义 的 (图 1-28): 
; 


图 1-28 


先 作出 Oxy 与 057 两 平面 的 交 线 ON ， 这 条 交 线 称 之 为 节 线 ， 
即 N'= 如 x2z?。 于 是 进 动 角 = ~ 人 ON 在 057 平面 内 ; 童 动 角 4 = 
AiOz, 即 Oxy 与 057 两 平面 之 间 的 夹 角 ， 
自转 角 p= 人 人 NOx, 在 Oxy 平面 内 。 
三 个 欧 拉 角 的 变化 范围 分 别 为 
。 30 。 


0 和 80<r，0 委 0 过 2r，0<b<<2r (1.30) 


裕 们 的 正 负 向 是 这 样 规定 的 < 光 图 1-27 :先决 定 节 线 QW 的 正 向 ， 通 
常 是 沿 ON 的 正 向 看 ,OE 轴 依 逆 时 针 方向 转 一 最 小 角度 而 至 Oz 轴 ， 
于 是 ,分 别 从 ON、OE.Oz 轴 的 正 向 看 ,9 角 从 OE 到 Oz,y 角 从 05 到 
ON ,yp 角 从 ON 到 OQx, 它 们 均 以 逆 时 针 方 向 为 正 , 反 之 则 为 负 。 

在 利用 欧 拉 角 来 描述 刚体 的 定点 转动 时 ， 关 键 是 选 定 刚体 上 的 
Dz 轴 ， 由 此 就 可 定 出 节 线 ON。 一 般 说 来 ,Oz 轴 是 可 以 任意 选取 的 ， 
但 为 了 计算 方便 和 易于 识别 ， 常 选取 刚体 的 对 称 轴 或 自转 轴 作 为 02z 
轴 。 

作 定 点 转动 的 刚体 ,其 运动 规律 由 三 个 欧 拉 角 与 时 间 的 关系 给 出 ， 
a 

y= pt), 0=0(t), v= 9(t) (1.31) 

2。 角 速度 矢量 

对 于 作 定 轴 转 动 和 平面 运动 的 刚体 ， 由 于 转动 轴 是 沿 着 固定 方向 
的 (不 一 定 存在 固定 轴 ) ,转角 p(t) 在 同一 平面 内 ,所 以 当 定 义 了 角速度 
的 大 小 | 9 | 后 ,就 不 难 定义 角速度 矢量 w(t) 了 。 但 是 对 于 绕 定点 转动 
的 刚体 ,因为 只 存在 固定 点 ,而 不 存在 固定 的 转动 方向 ， 因 此 角速度 矢 
量 的 定义 方法 就 与 以 前 不 同 。 

刚体 作 定 点 转动 时 ， 它 与 一 个 球面 〈 球 心 就 是 固定 点 O， 半 径 可 
以 任 取 ) 的 截面 S 将 始终 在 该 球面 上 (图 1-29)， 因 此 ， 截 面 S 的 运动 
就 可 代 表 刚体 的 运动 。 现 在 假设 由 时 刻 二 到 时 刻 t+ At，5S 运动 到 S/ 
《图 1-30),S 中 的 大 圆 弧 段 4B 运动 到 4B', 作 4A4 的 垂直 平分 面 和 
人 B7 的 垂直 平分 面 ， 设 这 两 个 平面 的 交 线 是 OK ,OK 与 球面 的 交点 是 
C*， 则 两 个 球面 三 角形 C*4B 与 C*4'B’ 全 同 ， 所 以 刚体 在 有 限时 间 
Zt 内 的 运动 就 是 刚体 绕 OC* 轴 所 转 过 的 角度 4a ( 即 球面 前 AC*A')。 
当时 间 间 隔 4 趋 于 零 时 ,da 也 趋 于 零 ， 而 转轴 0C* 趋 于 某 一 极限 位 
置 OC。 轴 OC 就 称 为 刚体 在 时 刻 上 的 退 时 转动 加, 简称 群 时 轴 。 刚 体 
在 不 同 肯 时 ， 各 瞬时 轴 的 位 置 不 同 ， 刚 体 的 转动 就 看 成 为 顺 次 绕 通过 
定点 O 的 一 系列 瞬时 轴 的 转动 。 
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图 1-39 图 4-30 


现在 来 定义 角速度 矢量 w 。 当 4c 是 无 限 小 量 时 ,可 用 矢量 4x 表 
示 无 限 小 转动 , 它 的 大 小 就 是 4a , 它 的 方向 沿 轴 0C*, 并 服从 右手 螺旋 


法 则 。 因 此， 9 也 是 沿 轴 OC* 的 矢量 ,被 称 之 为 在 时 间 间 隔 4 


内 的 平均 角速度 w*, 当 Lt 趋 于 零 时 ,就 得 到 刚体 在 时 刻 二 的 瞬时 角 速 
度 ， 即 


_ da 
ww 一 lim w” = 1im- 亿 7 《1。.32) 


ww 的 方向 沿 有 瞬时 轴 CC ,如 图 1-30 所 示 。 
必须 指出 ,与 定 轴 转 动 时 不 同 , 作 定 点 转动 的 刚体 ,其 无 限 小 转动 的 
转角 La 已 不 代表 某 一 角度 对 时 间 的 微分 。 另 外 ,虽然 角速度 w 是 个 矢 
量 , 但 它 与 力 ,速度 等 矢量 仍然 是 有 区 别 的 , 因为 w 的 正 向 是 人 为 决定 
的 ,现在 是 按 右 手 螺旋 法 则 规定 其 正 向 的 ， 如 按 左手 螺旋 法 则 , 则 其 方 
向 就 要 相反 ,因此 角速度 实际 上 是 “ 厅 矢 量 ( 轴 矢 量 )”, 它 应 是 一 个 反对 
称 张 量 ,有 关 证 明 可 见 参考 文献 中。 

由 于 瞬时 轴 的 位 置 随时 间 上 上 而 改变 ， 因 此 角速度 矢量 w 的 大 小 和 
方向 都 随时 间 变 化 。 角 速度 矢量 对 时 间 的 一 阶 导数 ， 称 为 刚体 绕 定点 
转动 的 角 加 速度 矢量 ,用 e 表示 , 即 


do dw 
i (1.33) 


dtr0 4At 
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现在 讨论 当 刚 体 作 定点 转动 时 , 若 已 知 它 的 三 个 欧 拉 角 ， 即 已 知 
其 运动 规律 (1.31) 式 ,如 何 写 出 刚体 角速度 的 表达 式 , 也 就 是 要 求 固 连 
系 OXyz 相对 于 固定 系 O08n6 的 角速度 w。 前 已 指出 ,由 于 Oxyz 系 的 
运动 可 看 成 是 分 别 绕 O65.ON 和 0z 轴 三 次 转动 的 合成 ， 又 因 无 限 小 
转动 是 矢量 ( 见 附录 工 为 因此 ， 可 把 刚体 所 作 的 任 一 无 限 小 转动 4a 表 
示 为 三 种 转动 的 矢量 和 ， 即 

@= Aypt' + AON' + Aok 

由 (1。32) 式 ,得 刚体 的 角速度 为 


w= lim 4% -to 0Vo+ ok y+O+o9 (1.34) 


td 人 1 
即 刚体 角 速度 是 进 动 角速度 多 、 章 动 角速度 和 自转 角速度 9p 三 者 之 
矢量 和 。 

为 了 求 得 w 在 固 连 系 Oxyz 中 的 投影 式 ,就 要 先 求 (1.34) 式 中 的 
单位 矢量 6 和 六 "在 Oxyz 系 中 的 投影 式 , 根 据 图 1 28， 因 OS 轴 在 
Oxy 平面 内 , 且 与 ON 轴 相 垂直 ,所 以 Oz.O06 和 OS 三 根 轴 共 面 ， 于 
是 有 了 列 关 系 式 : 

4 =cosb8 +Ssinb S° 
(se Sin gi + Cos os 
将 上 式 代 入 (1,.34) 式 即 得 w 在 Oxyz 系 中 的 投影 式 为 
= ysingsin0+ 6 cosow 
Oy = cosp sin0 - 0 sing (1.35) 
= ycosl+o 
同样 可 求 得 w 在 固定 系 05wms 中 的 投影 式 为 
oj= 9 sinb sing+ Ocosy 
1 01= 一 psind cosy+ Osiny (1.36) 
(6,- oO cosd 十 1 


《1.35) 式 和 (1。36) 式 通常 称 为 欧 拉 运 动 学 方程 。 
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3。 定 点 转动 刚体 上 各 点 的 速度 和 加 速度 分 布 

设 刚体 绕 固 定点 O 转动, 在 少时 间 内 ， 刚 体 绕 04 轴 转 过 无 限 
小 角度 44。 刚 体 上 M 点 的 矢 径 由 ?了 转 到 7, (图 
1-31) , 则 34 点 的 无 限 小 位 移 ( 只 考虑 一 阶 无 限 小 
量 ?为 


速度 为 | 
40 
Adi20 有 4 >*0 
即 


v=wxT (1.38) 
其 中 w 是 刚体 的 角速度 ,7? 是 用 点 的 矢 径 ， 即 
?= OQ 及 。(1,38) 式 就 是 定点 转动 刚体 的 速度 分 布 公式 , 它 与 定 轴 转 动 
的 速度 公式 (1.22) 在 形式 上 是 完全 一 样 的 ， 但 它们 之 间 有 着 根本 的 差 
别 , 即 在 定 轴 转动 中 刚体 上 有 一 根 固定 的 转轴 ,而 定点 转动 是 绕 瞬时 轴 
转动 的 。 
为 求 M 点 的 加 速度 矢量 9， 可 将 (1,38) 式 关于 时 间 求 一 次 导数 ， 
即 得 


0 
图 1-31 


a = ExT+wx(wx?) 《1.39) 
其 中 e= 是 刚体 的 角 加 速度 。 公 式 (1.39) 在 形式 上 与 定 轴 转 动 
的 加 速度 公式 (1.23? 完 全 相同 ,但 这 里 由 于 wm 的 方向 是 随时 间 而 变化 
的 ,因此 s 不 一 定 与 ww 平行 ,从 而 不 能 把 sexy 简单 地 理解 为 “ 切 向 ?加 
速度 。 
例 1.12 规则 进 动 。 图 1-32 & 所 示 的 刚体 作 定点 转动 ， 已 知 其 章 
动 角 9 保持 不 变 , 而 且 其 进 动 角速度 由 和 自转 角速度 @g 的 大 小 都 是 常 
数 〈 这 种 运动 就 称 为 规则 进 动 ), 试 求 刚体 的 角 加 速度 e。 
【和 解 】 因为 6= 常数 ， 则 章 动 角速度 9=0, 由 (1.34) 式 ， 刚 体 的 
角速度 矢量 为 
w= y+9 (1) 
$ 34 + 


图 1-33 


刚体 的 角 加 速度 矢量 为 
do du dp 
dt dt dr 
另外 ， 由 于 进 动 角速度 矢量 由 是 常 矢 量 , 印 
dy 
df -= 
所 以 
_ dp 
0 (2) 


同时 ，9 是 一 个 大 小 为 常数 、 方 向 沿 Oz 轴 的 矢量 ,而 刚体 内 任 两 点 
间 的 距离 为 常数 ， 所 以 不 妨 把 wp 看 成 是 刚体 内 以 D、4 为 始 、 终 点 的 矢 
量 (图 1-325), 由 于 多 = OA;, 则 由 (2) 式 ,e 就 是 矢 端 4 点 的 速度 ,所 以 


e=pDh=wx9=( 由 +9)x9= 由 x9 
那么 


e = fx 9 (3) 
这 就 是 说 ,刚体 作 规 则 进 动 时 ,其 角 加 速度 等 于 进 动 角速度 与 自转 角 速 
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度 的 天 量 积 。 

例 1.13 设 车 轮 沿 水 平面 上 半径 为 玉 ( 圆 心 为 CO) 的 圆周 轨道 作 
纯 深 动 , 旦 轮 面 始终 保持 竖 直 (图 1-33 4), 已 知 轮 心 C 具有 常 速 率 zs 
轮 半 径 为 *。 试 求 轮 上 最 高 点 已 的 速度 ga 和 加 速度 wz。 


《4 


图 1-33 


【 解 】 虽然 轮子 作 定 点 转动 ,但 由 于 固定 点 不 在 轮子 上 ,因此 ， 轮 
轴 0G 与 铅 垂 线 O16 的 交点 O( 图 1-33 4) 就 是 它 的 固定 点 。 取 固定 系 
0 gnc, Ot 铅 垂 向 上 ,再 作 固 连 系 Oxyz,Oz 过 轮 心 G, 如 图 5 (x%,y 四 


未 画 ), 则 节 线 ON 垂直 纸 面 朝 内 ， 三 个 欧 拉 角 为 'W=+ 也 ,9 = 


和 9% (图 上 未 画 ), 其 中 角 是 5Oz 平面 与 固定 平面 £016 的 夹 角 , 称 
之 为 经 度 角 ， 它 与 进 动 角 几 本 质 上 是 一 样 的 ， 显 然 ， 如 = 乡 。 
多 36 多 


先 求 轮子 的 角速度 w。 由 于 已 知 轮子 只 滚 不 滑 ,接触 点 CC 的 速度 
0c=0， 所 以 OC 就 是 朋 时 转动 轴 ，, 即 轮子 的 角速度 w 是 沿 OC 线 的 ， 
设 GDL OC (图 cc), 则 


Ve u YY 
de 7 COSO ’ tga = R 
由 图 c 可 求 得 
由 = 万 如， p= -2 (1) 
又 因为 96= 0, 故 轮子 的 角速度 为 
w= 2 (2) 


所 以 轮子 作 规则 进 动 。 由 上 例 知 , 角 加 速度 为 
es- 由 xp=- 4 N° (3) 


其 中 NN? 为 节 线 的 单位 矢量 ,现在 Oz.OM 与 06 组 成 正 交 系 ,于 是 ,由 
(1。38) 式 和 (1,39) 式 襄 可 求 得 Vas 和 as。 因 为 


OB= Rz'+rt' 


所 以 
Va=wxOB=2uN' (4) 
gs= EXOB+oxv, 

2 2 
及 
lasl=wW/ 京 + 点 (6) 
4。 刚 体 的 一 般 运动 


刚体 作 一 般 运 动 时 不 受 任何 限制 ， 可 在 空间 作 自 由 运动 。 例 如 ， 
飞机 人造 卫星 的 运动 。 为 了 确定 这 种 自由 刚体 的 位 置 , 可 以 先决 定 刚 
体 上 任意 一 点 扫 ( 称 为 基点 ) 的 位 置 ,这 需要 三 个 坐标 ， 此 时 刚体 就 只 
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能 绕 和 4 点 运动 了 ， 根据 上 面 的 讨论 ， 再 由 三 个 欧 拉 角 就 可 确定 其 位 置 ， 
所 以 空间 的 上 自由 刚体 共有 六 个 自由 度 。 

类 似 于 平面 运动 时 的 分 析 方 法 ， 我 们 建立 三 个 坐标 系 (图 1-34)， 
固定 系 O05n6，, 固 连 系 4xyz，, 平 动 系 45006 ,其 中 4 在 刚体 上 , 称 为 
基点 ,因为 刚体 在 平 动 参考 系 中 是 作 定点 转动 ,所 以 刚体 的 一 般 运动 可 
看 成 平 动 和 定点 转动 的 合成 ,其 运动 规律 是 

| Sat), 4= 94t), 64= cat) 
B=y 1), 0=0(t), w= p(t) 
其 中 交 .0、9 是 固 连 系 相 对 于 基点 平 动 系 的 三 个 网 拉 角 。 


(1.40) 


于 是 同样 可 求 得 刚体 作 一 般 运 动 时 的 速度 和 加 速度 分 布 公式 。 设 
们 为 刚体 上 任 一 点 , 则 其 速度 wx 和 加 速度 wx 为 


一 -一 > 
Vy =VA +wx AM (1.41) 
@y = etex AM twx (wx AM) (1.42) 


其 中 w 让 刚体 的 角速度 , 而 8 = 时 是 刚 休 的 角 加 速度 。 公式 (1。41) 


和 (1.。42) 与 平面 运动 的 公式 (1.26) 和 (1.27) 在 形式 上 完全 相同 ， 但 现 
在 的 角速度 w 的 大 小 和 方向 都 随时 间 而 改变 , 且 加 速度 公式 (1,42) 也 
个 能 写成 (1.28) 式 的 形式 。 当 刚体 的 运动 规律 由 (1.40) 式 给 定时 ， 则 
其 角速度 也 可 写成 
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w= V+iO+9 (1.43) 
还 可 证 明 ( 见 附录 工 ) 角 速度 w 与 基点 44 的 选取 无 关 ， 也 与 园 连 系 
AxXy2z 的 方向 选择 无 关 ， 所 以 w 和 都 是 刚体 的 整体 量 。(1.41)7 式 和 
(1.42) 式 同样 也 称 为 基点 法 速度 公式 和 基点 法 加 速 庆 公式 。 


$31.4 质点 和 刚体 的 复合 运动 


前 两 节 我 们 通过 引进 平 动 坐标 系 而 把 刚体 的 平面 运动 和 定点 转动 
化 为 两 种 基本 运动 的 合成 ， 这 种 把 复杂 运动 看 成 为 由 两 个 或 多 个 简单 
运动 之 合成 的 方法 具有 普遍 意义 ,实际 上 也 就 是 物体 (点 ,刚体 ) 相 对 于 
两 个 不 同 参考 系 的 运动 之 间 的 关系 。 

本 节 主 要 讨论 的 是 当 已 知 一 个 参考 系 ( 可 看 作 刚 体 } 相 对 于 男 一 个 
参考 系 作 一 般 运动 时 ,运动 质点 相对 于 这 两 个 参考 系 的 速度 、 加 速度 
间 的 关系 式 , 为 了 区 别 起 见 ,我 们 把 其 中 的 一 个 参考 水 叫做 定 参 考 系 ， 
简称 为 定 系 ， 另 一 个 参考 系 叫做 动 参考 系 ， 简 称 为 动 系 。 当 然 ， 哪 个 
叫 定 系 ,哪个 叫 动 系 ， 可 根据 具体 问题 自由 决定 ,但 参考 系 选 得 好 ， 往 
往 可 使 运动 的 分 析 大 大 简化 。 

本 节 要 用 到 的 数学 工具 是 矢量 的 相对 导数 ,现在 先 来 说 明 一 下 。 

1。 和 矢量 的 相对 导数 

设 有 定 系 和 动 系 ， 今 在 定 系 上 建立 
坐标 系 0576 ， 同 时 ,又 把 动 系 看 成 一 个 
刚体 ， 并 在 其 上 建立 固 连 系 0'Xyz (图 
1-35) ,其 单位 矢量 为 全 3.K ,再 设 w 是 
动 系 O'Xyz 的 瞬时 角速度 。 

假设 任意 变 对 量 妈 ( 力 在 动 系 O0XTz 
中 的 表示 式 为 le 

” A(t)=AjitA,I+tAk (1.44) 


我 们 把 下 式 定义 为 矢量 4 (上 ) 关于 动 系 0'7yz 的 相对 导数 【 记 作 
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dt 


也 说 是 说 ,矢量 4 的 相对 导数 -对 和 -~ 仍 是 一 个 矢量 ， 它 在 名 坐标 四 


上 的 投影 就 等 于 矢量 4 在 该 坐标 轴 上 投影 的 导数 。 如 果 把 矢量 4 关于 
定 系 D5I5 的 导数 4 和 称 做 绝对 导数 , 则 两 者 之 问 的 关系 为 


d4 _ d4 


dt dt 


其 中 = 法 + sf + 9sk。 为 证 明 (1.45) 式 , 只 要 将 矢量 式 (1.44) 关 
于 时 间 t 求 绝对 导数 ,并 注意 到 由 于 单位 矢量 的 大 小 是 不 变 的 , 因此 
可 把 i 的 两 个 端点 看 作 是 动 系 (刚体 ) 中 的 两 点 0O 和 了 (图 1-36)， 即 


f= O7 = 1 一 ?0', 再 由 基点 法 公式 (1.41), 可 得 ; 


tw@xA (1.45) 


dz 
Sl -vi-Vo'=wxOlT=wxt 
二 dt 
4 dj _ 
QO +»: fr 
z dk _ 
图 1-36 dr 


矢量 相对 导数 的 公式 (1.45) 是 很 有 用 的 ， 现在 来 看 几 个 特殊 情 
形 。 首 先 , 如 果 动 系 作 平 动 , 即 @=0， 代入 (1.45) 式 , 可 得 


mm 


aA_ da4 
dt dt 
即 在 平 动 参考 系 中 ,相对 导数 和 绝对 导数 是 相同 的 。 其 次 ,如 果 矢 量 A 


因 连 于 动 系 , 即将 -9 全 -= 0 代入 (1.45) 式 ,得 
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34-=-wx4 


若 14j= 1、 上 式 就 是 单位 矢量 导数 公式 ， 其 中 w 是 动 系 的 角速度 。 

在 使 用 矢量 相对 导数 公式 〈1.45) 时 ,要 特别 注意 两 个 不 同 的 坐标 
系 ,为 此 可 引进 如 下 的 记 法 。 设 有 两 个 参考 系 , 分 别 记 作 甲 和 乙 ， 把 参 
考 系 乙 相 对 于 参考 系 甲 的 角速度 记 作 甲乙 , 则 (1.45) 式 成 为 

(4 ), (50 四 中 x 及 (1.46) 

当然 在 具体 计算 时 要 把 (1.46) 式 中 右 端的 矢量 盘 和 甲 oz 在 乙 系 中 
投影 。 

2。 点 的 速度 合成 公式 

利用 相对 导数 公式 可 讨论 点 的 复合 运动 公式 。 首 先 介绍 几 个 和 名词 
术语 。 点 相对 于 定 参 考 系 的 运动 称 为 绝对 运动 ， 各 种 量 前 都 加 上 “ 绝 
对 ”二 字 ,如 绝对 轨迹 、 绝 对 速度 9。 和 绝对 加 速度 @, 等 ， 而 把 点 相对 
于 动 参考 系 的 运动 称 为 相对 运动 ， 相 应 地 有 相对 轨迹 、 相 对 速度 5, 及 
相对 加 速度 a, 等 。 

现在 先 讨 论点 的 绝对 速度 和 相对 速度 之 间 的 关系 。 


设 点 M 在 定 系 O58 中 的 矢 径 为 +=OMM， 在 动 系 O'%yz 中 的 
失色 为 ?7'=OM (图 1-37)， 令 7?,'=00', 
则 


r=7To'+r’ 


将 上 式 两 边 求 绝 对 导数 ,得 


re (1.47) 
其 中 we 是 M 点 的 绝对 速度 ,而 右 端 第 一 项 
全 了 是 动 系 原点 0' 的 绝对 速度 po'j 右 端 第 二 项 47” 是 动 系 中 和 
量 7 关于 定 系 的 导数 ,根据 相对 导数 的 公式 (1.45) 可 得 


/ 全 oo/ 
en 


图 1-37 


* 4 。 


其 中 w 是 动 系 (看 作 刚体 ) 的 角速度 矢量 。 令 or = -9 2 一， 它 就 是 M 
点 的 相对 速度 。 把 以 上 各 式 代 入 (1.47) 式 后 ,说 得 到 

y= V+Vo'+wxr’ (1.48; 
令 

Vv,=Vo'+owxT’ (1.49) 
根据 基点 法 速度 公式 (1.42)，9。 正 是 动 系 ( 刚 体 ) 上 该 瞬时 与 MM 点 相 
重合 的 用 点 的 速度 , 称 为 M 点 的 之 连 速 度 ， 而 把 点 好 称 为 几 的 讲 
连 点 。 于 是 (1.48) 式 就 成 为 

DV, = DV, + 和 PY。 (1.50) 

上 式 称 之 为 点 的 速度 合成 公式 ， 即 点 的 绝对 速度 等 于 相对 速度 和 牵连 
速度 的 矢量 和 。 

有 时 为 了 明确 表明 点 MM 对 于 某 参 考 系 甲 的 速度 ， 可 记 作 四 Vx， 
其 加 速度 为 甲 gx， 设 甲 为 定 系 , 乙 为 动 系 ， 则 甲 prr =Vo，ZOx = 5,， 
而 甲 Dr =oeo(CMEZ), 所 以 点 的 速度 合成 公式 也 可 写成 

V7 = 甲 097 二 Z07( 李 GEz) (1.51) 

在 应 用 (1.50) 式 解 题 时 ,首先 要 确定 动 点 M ， 建 立定 系 和 动 系 ， 
通 稍 动 系 是 某 个 刚体 , 它 的 运动 是 已 知 的 ; 然后 按 定义 分 析 AM 点 的 绝 
对 运动 ,相对 运动 及 2。、V,、9。 等 。 为 了 减少 在 分 析 题 目 时 的 文字 叙 
述 , 有 时 可 采用 如 下 的 框图 。 

相对 运动 动 系 的 运动 
| 


| s 
MM( 动 点 ) O'-xyz( 动 系 ) 0O-5n6( 定 系 ) 


绝对 运动 
例 1.14 杆子 O04 绕 轴 O 以 匀 角 速 o 转动 ,并 带动 滑 块 M 在 半 
径 为 民 的 固定 圆 槽 内 滑动 , 设 OC =7/， 试 求 当 杆 04 在 竖 直 位 置 (图 
1-38 C) 时 , 滑 块 MM 的 绝对 速度 Vu。 
和 42 8 


【 解 〗 滑 块 机 构 中 的 滑 块 常 可 看 成 为 作 复 合 运动 的 点 ， 现 将 杆子 
04 取 作 动 系 ,由 题 意 可 画 出 如 下 框图 : 


直线 运动 定 轴 转 动 


pe dl 
滑 块 MK ( 动 点 ) 0 有 A 杆 ( 动 系 ) 地 ( 定 系 ) 
| 
| Va=? 
圆周 运动 


怎样 求 M 点 的 牵连 速度 w? 这 就 先 要 找 率 连 点 内 , 它 是 0O4 杆 
上 的 点 ,该 赂 时 与 滑 块 M4 重合 ,因为 O4 作 定 轴 转 动 ,所 以 M 点 是 作 
区 周 运 动 ( 圆 心 为 O ,半径 为 VK:-B), 那 么 
v= 一 OO 天 一 5 


-- 般 来 说 ,在 不 同 肯 时， 牵连 点 具有 不 同 的 位 置 ,牵连 速度 也 不 相同 。 


例如 , 当 O4 杆 在 水 平 位 置 ( 向 左 ) 时 , 滑 块 的 率 连 点 M 在 O4 上 离 O 
点 的 距离 就 是 (KR~i) 了 。 
相对 速度 w 的 大 小 未 知 ,但 方向 沿 04 杆 , 即 有 


DV, = VJ 


(80) (by 
图 1-38 


绝对 速度 pe 的 方向 垂直 于 圆 模 的 半径 CM ， 设 we 与 水 平 线 的 夹 
ee 43 。 


角 为 wa( 图 (2))， 则 
Vs, = — Vv (Cosat + sinas) 
由 速度 合成 公式 0。= 2。+ 5;， 得 
人 -DCcosc= -OOw 开 2 一 1 
-VoSina = 
又 因 snc = 7/ 玉 ， 即 可 解 得 
yo=@R，2,= -ol (方向 指向 点) 
例 1.15 ”人造 地 球 卫 星 的 相对 速度 。 某 人 造 地 球 卫 星 的 轨道 平面 
与 地 球 赤道 平面 的 倾角 为 c, 卫星 轨道 近地点 了 位 于 地 球 北纬 p 度 的 
上 空 ,该 点 到 地 心 O 的 距离 为 OP = 尺 。 已 知 卫星 在 书 点 处 的 绝对 速 
度 为 ga， 试 求 在 该 位 置 时 卫星 相对 于 地 面 的 速度 5,( 大 小 和 方向 ) 设 


地 球 自转 角速度 为 0。 
【 解 〗 图 1-39 4 是 人 造 卫 星 轨 道 与 地 球 的 示意 图 , 图 5 是 以 地 心 
O 为 球 心 ,也 以 OP 为 半径 的 球面 。 
取 卫 星 为 动 点 , 画 出 框图 如 下 : 
出 线 运 动 定 轴 转 动 
WE 


卫星 ( 动 点 ) 地 球 ( 动 系 ) 地 心平 动 系 ( 定 系 ) 
椭圆 轨道 
今 建 立国 连 于 地 球 的 直角 坐标 系 了 Xxyz, 这 时 ,也 点 在 地 球 的 扩大 
体 上 , 且 该 瞬时 恰 与 卫星 近地点 卫 相 重合 。 轴 Pz 通过 地 心 O 指 向 天 
顶 , 轴 忆 x 指 东 (与 纬 图 相 切 )， 轴 了 Py 指 北 (与 子午 线 相 切 )， 如 图 5 
所 示 , 设 沿 *、y、z 轴 的 单位 矢量 分 别 为 .7 kK。 
容易 看 出 ,卫星 的 奉 连 速度 为 
v=v5= Rocosogi (1) 
卫星 的 绝对 速度 5。 沿 椭圆 轨道 在 点 的 切 向 , 因 了 是 近地点 ， 
故 Vs1 OP, 即 v 在 Pxy 平 面 内 。 设 v6 与 * 轴 的 夹 角 为 8( 图 c)， 


。 dd 。 


则 可 由 余弦 定理 求 得 相对 速度 的 大 小 为 


Vv; = + 2VV COSP (2) 


LA 


te) td) 
图 1-39 


现在 要 求 8 角 。 设 e 是 卫星 轨道 平面 的 法 线 的 单位 必 量 , 则 e@e_ 上 上 k 
及 elLv。 (图 Cc)， 又 由 wlLt (图 4d) 可 得 e 和 ww 在 动 系 中 的 表示 式 为 
e= ~8In0ttcosp? 
w= 0 COS9F to singk 


所 以 
wie=wcosgcosph 
又 
WE= 0 CO 
由 以 上 两 式 可 得 


* 45。 


cosp = 520 (3) 


CoSso 
由 图 c 还 可 求 得 2, 与 x 轴 的 夹 角 y， 即 
_ VosSinp 久光 
‘gy Vs COSP— ve 


例如 ， 我 国 于 1970 年 4 月 24 日 发 射 的 “东方 红 -1” 人 造 地 球 卫 
星 , 其 轨道 倾角 为 a = 68。.5°, 近 地 点 高 度 为 439km, 远 地 点 高 度 是 2384 
km， 又 设 轨道 近地点 位 于 北纬 p= 35° 的 上 空 ， 如 取 地 球 的 平均 半径 
为 R,= 6371km, 则 近地点 极 径 OP = R= 6371 km+439km = 6810 
km， 并 可 算得 卫星 在 近地点 的 绝对 速度 是 ve = 8,11km/sec (参阅 文 
献 申 ), 这样 可 算得 ;: 
v= Ro cosgp= 0,406km/sec 


Cosa 
COSg 


cosA = =0.447， B=63°27’ 


y= + V9.C08B =7.937km/sec 


= 2.252, p= 66?3/ 
所 以 卫星 在 近地点 处 相对 于 地 面 的 速度 为 7.937 km /sec, 其 方向 为 当 
地 的 东方 偏 北 66 "3 '。 假设 卫星 真是 在 近地点 进入 轨道 , 则 就 要 求 火 箭 
能 提供 这 个 相对 速度 5,。 
3。 点 的 加 速度 合成 公式 
将 速度 合成 公式 (1.50) 对 时 间 ti 求 导 ( 绝 对 导数 ) ,得 
dv, _ dg .dv 
dt di dt 
左 端 就 是 RM 点 的 绝对 加 速度 ge， 但 右 端 的 两 项 并 不 是 相对 加 速度 和 
这 连 加 速度 ,为 了 表明 其 意义 , 先 对 其 第 一 项 应 用 相对 导数 公式 , 即 


dy, dv, 
dt dt 


tg»= 


(1.52) 


二 oOX2， 


其 中 -dp 就 是 点 M 的 相对 加 速度 &,， 必 xv, 是 由 于 动 系 的 角 如 


。 A6 »。 


度 w 而 引起 的 , 称 为 附加 项 ;再 把 bw 的 表达 式 (1.49) 代入 (1.52) 式 
右 端的 第 二 项 并 注意 到 DAM7 -=r'， 有 


Goes (Vo'+wxO NM) 
Se + oy OE 
/ dr’ / 
Co +exOM+ ax (+toxr ) 
= +EXOM+owx (wxOM)+oxy, 
(1.53) 


令 q=aor+exOM+wx (wx0O 下 )， 根 据 基点 法 加 速度 公式 
(1.43), @, 就 是 在 动 系 ( 刚 体 ) 上 与 M 点 相 重合 的 点 好 的 加 速度 , 称 
为 M 点 的 牵连 加 速度 。 这 样 


人 
df tex (1.54) 


其 中 右 端 第 二 项 w xp, 是 由 于 质点 的 相对 速度 9, 而 引起 的 ， 也 称 为 
附加 项 。 再 将 (1.53) 和 (1.54) 式 代入 (1.52) 式 ， 人 速度 
合成 公式 
Co = G++20x, (1.55) 
把 上 式 右 端 第 三 项 记 作 qo, ,= 2 wxv,, 称 为 科 里 身 利 加 速度 ; 或 称 
附加 加 速度 ; 它 等 于 动 系 角速度 ow 与 动 点 相对 速度 0, 矢 积 的 两 倍 。 在 
下 列 三 种 情况 下 将 不 存在 科 里 奥 利 加 速度 : z 
w=0; VV,=0; w/v, 
由 于 存在 科 里 奥 利 加 速度 ， 点 的 加 速度 合成 公式 要 比 速度 合成 公 
式 复杂 些 。 
如 记 定 系 为 甲 , 动 系 为 乙 , 则 加 速度 合成 公式 又 可 记 为 
Fay = GFE + ZG +2 WZ XZVy, (MEZ) (1.56) 
例 1.16 如 图 1-40 4 所 示 , 在 地 球 上 北纬 4 处 有 一 动 点 好 ,该 点 
党 着 经 线 问 北 以 匀速 m 运动 ,考虑 地 球 自 转 ， 求 动 点 由 的 绝对 加 速度 
@&。 设 地 球 半径 为 并, 地球 自 转角 速度 为 w (大 小 为 7.29 x 10 5/s)， 


。 47 。 


方向 沿 地 轴 ( 由 南极 指向 北极 )。 


【 解 】 作 框 图 如 下 : 
等 可 四 周 运动 定 轴 转 动 
| p w 
MM( 动 点 ) z 地 球 ( 动 系 ) 地 心平 动 系 ( 定 系 》 


] a 
空间 曲线 运动 
由 框图 可 写 出 任意 时 刻 M 点 的 ge, ,gs 和 @。 的 大 小 和 方向 (如 图 4) 为 


4 
3 


晤 1)， 


图 1-40 
2 、 
4r = 页， 指向 地 心 O 点 


4.= Roe?cos14， 指向 0 点 ，(a=ez， 订 在 

地 球 表 面 

Qo = 2 0vSInA, 垂直 于 过 MM 点 的 子午 面 。 、 
建立 地 球 固 连 系 M 123 如 图 5?， 股 3 灿 平 行 于 地 轴 ， 好 2 轴 沿 O'MM， 
则 由 @=G@,+G+@ 得 @ 在 该 系 的 投影 式 为 ， 

We 


2 
Q,= 一 页 十 Rao*)cos4 


© 48 。 


所 以 
a=a1l"+a,2'+a,3° 


例 1.17 试 求 例 1.14 摇 杆 机 构 中 滑 志 M 的 绝对 加 速度 duo 


【 解 】 MM 点 的 牵连 加 速度 a 是 扬 杆 OA 上 点 MM (该 瞬时 与 MM 

相 重 合 的 点 ) 的 加 速度 , 即 
a,= -ov PR:-LJj 

而 g, = 4,IJ， 其 中 0 为 未 知 。 又 因 人 4 点 的 绝 
对 轨迹 为 圆 槽 ， 其 法 向 加 速度 的 大 小 为 0n= 
0o: 尺 ,方向 指向 圆心 C 点 (图 1-41), 其 切身 加 速 
度 @, 如 图 如 示 , 大 小 未 知 。 而 科 里 奥 利 加 速度 
为 a。=2wxv,=2@1i。 于 是 由 加 速度 合成 公 
式 ga,+a,= ae+Gr+Go 及 图 可 得 沿 iiJ 了 方向 


的 投影 式 为 
-a.cosa+@Rsina=20 (1) 
| -QV RI-L: +a, (2) 
出 (1) 式 可 得 
okKl 
.VRE 
于 是 
2 D2 
Quy = al+a? = (3) 


4。 刚 体 的 复合 运动 ;角速度 合成 定理 

上 区 讨论 刚体 一 般 运 动 的 方法 是 把 一 般 运动 分 解 为 随 基点 的 平 动 
和 绕 基 点 的 定点 转动 ， 从 而 导 得 了 基点 法 速度 公式 和 加 速度 公式 ,但 
这 样 的 分 解 方法 并 不 是 唯一 的 。 

例如 ,图 1-42 所 示 的 起 重 吊 车 , 其 吊 杆 4B 作 一 般 运动 ， 取 4 为 
基点 ,建立 框图 如 下 : 


。 A9 。 


定点 转动 等 荔 


| | 


刷 杆 AB 全- 平 动 系 地 
| 24 | 
一 般 运动 


但 实际 上 4B 村 的 运动 是 由 两 种 定 轴 转 动 合成 的 , 即 AB 杆 一 方 


图 1-43 


面 随 驾驶 室 一 起 绕 坚 直 轴 O5 以 角速度 0。 旋转 , 同时 又 在 包含 4B 杆 
的 坚 直面 内 绕 4 轴 以 角速度 ov 转动 ,所 以 取 驾 驶 室 为 动 系 , 则 刚体 的 
相对 运动 和 牵连 运动 都 是 定 轴 转 动 ,其 运动 框图 如 下 ， 


定 轴 转 动 定 轴 转动 
人 wr ws 
刷 杆 AB (刚体 , 乙 ) 鸭 束 室 ( 动 系 , 丙 ) 地 ( 定 系 , 币 ) 
ou 
一 般 运 动 


那么 在 这 种 分 解 下 ， 刚 体 总 角速度 从 4s 与 相对 角速度 er 和 牵连 角 速 
度 due 之 间 是 否 还 成 立 bsp = Oe 十 wy 呢 ? 角速度 合成 定理 给 出 了 肯定 
的 回 管 。 


ea 50 。 


-医生 出 


角速度 合成 定理 ” 设 参 考 系 乙 (可 以 是 某 刚 体 ) 相 对 于 参考 系 甲 作 
一 般 运 动 , 其 角速度 为 甲 罗 z, 今 有 中 间 参 考 系 丙 ,两 系 相 芳 于 甲 系 作 一 
般 运 动 ,其 角速度 为 申 “ 丙 ， 而 乙 系 相对 于 丙 系 运动 (可 是 一 般 运 动 ) 的 
角速度 为 丙 “ 乙 ， 则 乙 系 相对 于 甲 系 运动 的 绝对 角速度 甲 2 乙 (= wo) 
是 率 连 角速度 中 页 《= wo) 与 相对 角速度 丙 %z (= wy) 的 矢量 和 ， 即 


甲乙 = 甲 0 丙 十 丙 “ 忆 (1.57) 
或 者 记 成 
Wa= Wat wr (1.58) 
(如 )。=0。 先 取 乙 为 动 系 ,由 相对 导数 公式 可 得 : 
Sr) = ZXxB 
(‘fs -mezxB 
再 取 丙 为 动 系 , 则 有 . 


由 以 上 三 式 可 得 
zxB=wCzx B+iwnxB 
即 
( 围 人 2 乙 一 甲 9 页 ~ 责 % 乙 )XxB=0 

因 矢 量 如 是 任意 的 ,所 以 (1.57) 式 成 立 。 证 毕 

根据 相对 导数 的 公式 ,还 可 由 (1.57) 式 求 得 复合 运动 刚体 的 角 加 
速度 合成 公式 。 

将 〈1.57) 式 两 端 求 绝对 导数 ,用 e 代表 角 加 速度 , 并 应 用 (1.46)》 


FRREZ, = oz) = (四 2 丙 )+| -人 (mo | 
d. 
-年 Gear 2 


e bl 。 


于 是 得 到 复合 运动 刚体 的 角 加 速度 合成 公式 ， 


甲 8 乙 = 甲 8 丙 十 两 2 乙 十 甲 多 两 X 两 乙 (1.59) 

或 者 记 成 
Eo=8,6+E,+ Ow X ws 人 60) 
这 样 ,我 们 掌握 了 点 和 刚体 复合 运动 的 概念 以 及 有 关公 一 些 


复杂 的 运动 学 问题 也 就 可 以 解决 了 。 下 面 举例 说 明 。 

例 1.18 图 1-43 4 为 大 型 游艺 机 “多 得 欢 ”( 又 称 旋转 木马 ) 的 简 
图 ,图 5 是 局 部 机 构 的 放大 。 

设 主 平台 的 转动 角速度 为 w， 其 转轴 通过 45° 的 斜 雌 轮 与 曲轴 
B 连接 ;; 铝 马 园 连 于 AD 杜 , 其 D 端的 滑 块 可 在 直 模 (与 主 平台 因 连 ) 
中 滑动 ,而 其 4 端 由 曲轴 BB 带动。 

设 锥 齿轮 的 两 个 节 圆 的 半径 分 别 为 7+: 和 7,; AB = AD =RR， 
试 求 当 曲轴 转角 为 6, 时 , 滑 块 D 相对 于 主 平台 的 速度 tw 和 相对 于 地 
面 的 速度 w。 以 及 该 隆 时 木马 ( 即 4AD 杆 ) 相对 于 主 平台 的 角 沪 度 w， 
和 相对 于 地 面 的 角速度 wa。 

【 解 】 我 们 用 点 的 复合 运动 公式 求 DD 点 的 速度 ， 再 用 刚体 复合 
运动 公式 来 求 木马 的 角速度 。 

根据 题 意 , 取 地 面 为 定 系 , 取 主 平台 为 动 系 ， 在 其 上 建立 的 固 连 系 
xyz 如 图 a 所 示 , 设 其 单位 矢量 分 别 为 到 了 K。 

现 取 滑 块 D 为 动 点 ,其 复合 运动 的 框图 如 下 ， 


沿 滑 权 运动 定 轴 转动 
Dr Us 
滑 块 D( 动 点 ) 主 平台 ( 动 系 ) 地 面 ( 定 系 ) 
| 
曲线 运动 “ii 
由 题 设 易 知 
v=o (1) 


为 了 求 出 ww ， 只 要 考虑 曲柄 连 杆 机 构 BAD 中 滑 所 D 的 速度 ， 刀 图 


Co 
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图 1-43 


根据 斜 齿 轮 的 传动 比 ， 求 得 4 已 杆 ( 即 曲轴 B) 相对 于 主 平台 的 
角速度 @; 为 


4 
OW2 = 一 LO) 
7 3 
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所 以 
w= ot (2) 


在 时 刻 t，D 点 的 位 移 是 


zp=S— (rcCcoS0+ Recosg)= 5— RW Pe re 7 Sin 0 ) 


0(t) =@,t= Tout, 6(t) = 0, 
7 > 
则 
2 
yg Re eA 7 ?01sinO, 十 A sin2 0, 
2n RL 和 sinxg。 一 7 sin 6。 
即 
_ ri i r COS0, 
V, = 7, 70 singu(1+ RS rsa)k (3) 
由 此 可 得 滑 块 D 的 绝对 速度 为 
Vp 0) =0, = +0,= L007 +v, (4) 


为 了 来 AD 杆 的 角速度 ,将 其 看 成 作 复合 运动 的 刚体 ， 建立 其 运 
动 框图 如 下 ， 


平面 运动 。。 定 轴 转动 
Wr 二? wI 
AD 杆 (刚体 ) 主 平台 ( 动 系 ) - 地 面 ( 定 系 ) 
Wa=? 
一 般 运动 
已 闻 
=ok (5) 


a 寻 c) 中 的 9。 
因为 


e 6A 。 


r Sn0=Rsing 


_ 7 Co80 
R cosp * 
即 
7 7 COSO G 
0 VR 
则 


ONO, t+ok (7) 


7 
”7 VR’- rsin’0, 


下 题 


1-1 从 发 射 场 B 垂直 向 上 发 射 一 枚 火箭 MI ,在 距 互 为 7 处 的 4 
点 用 雷达 对 火箭 进行 追踪 , 如 图 所 示 , 若 = g(t) 为 已 知 , 试 求 火箭 的 
速度 及 加 速度 的 大 小 。 


和 


/| 

/ | 
/ | 
A/ | 
| 

| 


/ 
A We 
有 


题 1-1 图 12 


1-2 ”图 示 为 一 椭 贺 把。 杆 4 长 为 1， 且 以 等 角 速 o 绕 铵 互 转 
动 ,而 滑 芯 已 沿 水 平 直线 作 谐振 动 : s= &+ bsin ot, 其 中 4,6 为 常数 ， 
求 摆 锤 4 的 轨迹 。 

1-3 有 妇 4、B 两 点 用 一 杆 相连 ,4 点 在 平行 于 Oxy 的 平面 内 作 圆周 
运动 (圆心 Oi 在 z 轴 上 ,半径 为 有 )，B 点 则 沿 着 平行 于 Oy 轴 的 直线 
Ciy 滑动 。 已 知 00,=h，OC,=5b，AB=1, 4 点 的 速率 为 04, 试 求 
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B 点 的 速率 va 与 p 角 的 关系 式 (OL 与 * 轴 平 行 , 见 图 示 )。 


题 1-3 图 题 1-4 图 


14 AM 点 作 平 面 曲 线 运动 ,其 速度 由 两 个 分 量 组 成 ,其 中 ti 平行 
于 某 一 固定 直线 ,而 Dp, 沿 着 M 点 的 模 向 (与 OM 相 垂 直 ), 其 中 〇 为 固 
定点 ,V1、0; 为 常数 。 试 证 明 M 点 的 轨迹 是 以 O 为 焦点 的 二 次 曲线 ,并 分 
别 讨论 >zm 2 =2,,04 过 vs 时 的 情形 。 
1-5 图 示 扬 杆 滑 道 机 构 中 的 滑 块 MM 
同时 在 固定 圆 弧 枢 BC (半径 为 R) 和 杆 
O04 的 滑 道 中 滑动 。 设 摇 杆 绕 O 轴 以 等 角 
速 oO 转动 ,初始 时 播 杆 在 水 平 位 置 。 试 分 
别 用 坐标 法 和 当然 法 给 出 M 点 的 运动 规 
律 及 速度 、 加 速度 的 表达 式 。 
1-6 点 沿 图 示 平面 曲线 运动 , 试 说 明 
下 图 所 示 各 点 处 的 加 速度 哪些 是 可 能 实现 
的 ,哪些 是 不 可 能 实现 的 ,对 可 能 实现 的 点 ， 还 要 指出 是 加 速 运动 还 是 


Gl 让 
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减速 运动 。( 注 ，@as 沿 第 5 点 的 切 向 ,第 6 点 在 直线 段 上 , 第 7 点 为 最 
低 点 ,第 8 点 为 拐点 )。 

1-7 一 点 沿 半径 为 到 的 圆周 按 s=vot ct?/2 的 规律 运动 。 问 此 
点 加 速度 的 大 小 等 于 多 少 ? 又 问 当 上 等 于 多 少时 加 速度 的 大 小 等 于 C， 
此 时 该 点 一 共 已 走 了 多 少 圈 ? 

1-8 一 半 色 为 7 的 加 0' 与 直 
线 04 相交 于 M、AN 两 点 ,如 图 所 
示 ，OO' = 27。 今 04 以 均 角 速 @ 


络 点 转动 。 求 当 0 = -了 弧度 时 


题 1-8 图 
MM 点 的 速度 与 加 速度 。 
1-9 试 说 明 下 列 各 平面 系统 中 ,每 个 部 件 (4、B、C…) 的 运动 类 


题 1-9 图 


。57 。 


(qd) 


题 1-9 图 


1-10 图 示 为 一 牛头 刨床 机 构 。 当 
由 柄 04 绕 0 轴 转 动 时 ， 通 过 滑 块 4 
带动 摇 杆 01B 绕 0, 轴 往 复 摆动 ;同时 ， 
通过 销 子 B 带动 滑 枕 CD 来 回 运 动 。 
设 R=20cm, l= 40cm， 有 = 80cm, 
%=5Sec-!， 试 求 滑 枕 CD 的 最 大 速 
度 。 
1-11 图 示 塑 糙 带 传送 机 构 , 可 把 
塑料 带 从 轮 4 滚 到 轮 妃 上 ， 轮 已 保持 
- 常 转速 2= 257/min。 设 塑料 带 的 厚度 
为 6= 0.5cmy, 在 某 瞬 时 如 , 测 得 7:( 加 ) = 
60cm，7.(to) = 50 cm( 见 图 )， 求 该 朋 
时 轮 4 的 角速度 Q(t,) 和 角 加 速度 e(t。)， 还 要 求 塑料 带 上 AM 点 ( 塑 
料 带 轿 边 绿 上 的 点 ， 见 图 ) 在 该 瞬时 加 速度 的 径 向 分 量 a,(t,) 和 横向 
分 量 qo(t,)。 设 塑料 带 是 不 可 伸 长 的 。 
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题 1-10 


题 1-11 


1=12 AB 杆 的 4 端 沿 水 平 直 线 以 等 速率 4 运动 , 且 运 动 中 杆子 
恒 与 半径 为 RR 的 半圆 相 切 ,如 图 示 。 求 夹 角 为 6 时 ,杆子 的 角速度 w。 


题 ]-12 图 - 


1-13 ” 线 线 轮 沿 水 平面 滚动 而 不 滑动 , 轮 半 色 为 人 。 在 轮 上 有 加 
柱 部 分 ,其 半径 为 +。 将 线 绕 在 圆柱 上 , 设 在 肯 时 i。, 已 知 线 的 BB 端 以 
速度 zt 和 加 速度 g。 沿 水 平方 向 运动 , 求 绕 线 轮轴 心 C 点 在 该 瞬时 的 
速度 Ve 和 加 速度 we。 

1-14 图 示 为 科 子 机 构 ,筛子 BC 的 摆动 由 连 杆 机 构 带 动 。 已 知 曲 
柄 OO4 的 转速 为 4=40r/min，04 长 为 30cm, 当 筛子 BC 运动 到 与 


和 方向 )。 ee 


1-15 在 曲柄 连 杆 机 构 中 ， 曲 柄 04 绕 O 轴 转 动 ， 在 某 有 瞬时 ,其 
角速度 为 ou， 角 加 速度 为 eu, 而 且 连 杆 4B 与 曲柄 04 垂直 , 滑 块 马 


在 贺 形 档 内 滑动 ,此 时 半径 0,B 与 连 仔 的 交角 为 - 5。 如 0O4 =， 
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题 1-14 图 


AB=2vV 3R，0.B =2R， 求 在 该 瞬时 , 滑 块 B 的 切 向 和 法 向 加 速 
度 的 值 45、a3。 . 

1-16 图 示 为 外 哎 合 机 构 , 动 齿轮 4 由 曲柄 04 带动 ， 在 定 齿 轮 
O 上 作 纯 滚动 。 已 知 两 齿轮 的 半径 分 别 为 rr、y: 及 曲 椭 在 某 瞬 时 的 角 
速度 为 a, ( 角 加 速度 未 知 ), 试 求 轮 4 在 该 瞬时 的 角速度 @, 及 瞬 心 C 
的 加 速度 。 


题 1-16 图 题 1-17 图 
1z17 三 角 块 五 以 匀速 = 12(cm/s) 灌水 平方 向 向 右 移动 ， 从 
而 带动 圆 轮 并 使 其 轴 0 沿 铅 垂 方向 运动 。 设 a= 圆 轮 的 半径 为 
4cm， 圆 轮 与 三 角 块 之 间 无 相对 滑动 。 试 求 O 点 的 速度 和 圆 轮 的 角 
速度 。 


1~18 试 说 明 下 列 各 系统 中 哪个 刚体 作 定点 转动 ? 并 指出 其 定点 
0O、 固 定 轴 O06&、 固 连 轴 Oz、 节 线 轴 ON ， 以 及 章 动 角 0。 
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上 


(加 俊民 所 点 在 水 平面 上 只 滚 不 骨 (2) 圆 盘 在 定 锥 面 上 只 浪 不 低 
( 盘 心 固定 ， 


0 
重 
{3) 绕 对 称 轴 转动 的 圆 盘 同时 (4) 盘 心 与 定点 0 用 刚 杆 因 连 ， 
绕 秋 直子 纸 面 的 @ 轴 摆动 从 在 水 平面 上 纯 浪 轴 


(5) 动 蓝 惟 在 害 了 关羽 外 表面 只 深 不 清 


(6) 商 心 则 速 路 
题 1-18 图 
1~19 按照 刚体 运动 的 分 类 ， 说 明 下 列 系统 中 的 刚体 4 作 什么 运 
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(9) 杆 A，E 端 沿 坚 相 级 滑动 . 介 ) 高 射 雹 4, 坐 盟 绕 坚 直 轴 以 wy 轩 
下 喘 在 水 平面 上 清二 动 . 雹 前 义 可 绕 O 点 在 竖 直 面 内 
. ee 
题 1-19 图 


1-20 试用 投影 法 导出 在 定 系 08572 中 的 欧 拉 运 动 学 方程 式 
(1.36)。 
1=21 刚体 作 定 点 转动 时 ,其 欧 拉 角 的 变化 规律 为 : 自转 角 p =nt， 


进 动 角 由 = 也 -+ hrt, 章 动 角 9= -所 -， 其 中 %、k 为 常数 ， 试 来 刚 体 


的 角速度 和 角 加 速度 在 固定 系 Oémt 中 的 投影 式 。 

1-22 证 明 在 规则 进 动 中 ， 即 当 欧 拉 角 可 表示 成 几 = Mt，p = Mt， 
0=C(m、n、5C 均 为 常数 ) 时 ,物体 的 角 加 速度 在 固 连 系 Oxyz 上 的 投 
影 式 为 ， es = mnsinc.cosnt, e,= -mn sinc.sinnt, e,=0 


1-23 一 个 高 为 h、 半 顶 角 为 a 的 正 圆锥 以 其 顶点 O 为 固定 点 在 
ee 62 。 


平面 上 作 纯 滚动 , 已 知 圆锥 中 心 线 Oz 以 等 角 速 o 绕 竖 直 轴 05 转动 ， 
试 求 圆锥 面 上 高 点 马 的 加 速度 值 &a。 A 


题 1-23 图 题 1-24 题 


1-24 ”图 示 半 径 为 + 的 圆 盘 以 常 角速度 ol 绕 过 盘 心 的 水 平 轴 
010, 转动， 而 O10; 轴 又 以 常 角速度 o* 绕 竖 直 轴 转动 。 求 圆 稚 边 络 
最 高 点 4 及 最 低 点 B 的 速度 和 加 速度 的 大 小 。 

1-25 设 下 列 各 题 中 的 4 点 作 复合 运动 , 试 列 出 其 框图 。 


(4) 


题 1-25 图 
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(1) 见 图 1, 一 直角 三 角形 0B4 在 其 自身 平面 内 以 等 角 速 @ 绕 
其 顶点 转动 ,质点 44 以 常 速 率 8& 沿 4B 边 运 动 。 

《2) 凸轮 以 等 速率 #4 自 右 向 左 移 动 ( 见 图 2)。 在 固 连 于 凸轮 的 
坐标 系 Oxy 中 ,凸轮 外 形 的 方程 为 y= f(x)。 直 杆 A4M 长 为 !。 其 一 
端 铵 接 于 固定 点 4， 另 一 端 用 则 搁 在 凸轮 上 。 

(3) 见 图 3, 一 小 船 几 被 水 冲 走 后 ， 在 岸 边 固定 点 O 用 一 绳子 
把 船 拉 回 岸 边 。 设 河水 以 均 速率 2 流动 ， 岸 边 收 绳子 的 速率 为 常数 
1。 

(4) 见 图 4，M 点 以 等 速率 & 沿 圆锥 母线 运动 , 此 圆锥 又 以 等 角 
速 oO 绕 其 轴线 O4 转动 。 

1-26 图 示 平面 匀 接 平行 四 边 形 机 构 O4BO: ,长 度 为 尺 的 O.4 
杆 以 等 角 速 @ 绕 0, 轴 转 动 。 今 有 一 小 虫 M 滑 4B 杆 以 等 速 4 (相对 


于 杆 ) 疏 行 。 试 求 ， 当 9= -时 ， 小 下 44 的 绝对 速度 如 和 绝对 加 
速度 g。 


题 1-26 图 题 1-37 图 


1~27 如 图 所 示 ,车 床 主轴 的 转速 为 2= 30r/min, 工 件 的 直径 4 = 
4cm。 如 车 刀 的 横向 走 刀 速度 为 % = 1cm/s， 求 车 刀 相 对 于 工件 的 相 
对 速度 。 

1-28 设 河水 流速 各 处 均 为 04, 河中 一 船 以 大 小 不 变 的 相对 速度 
2: 朝 岸 上 固定 点 O 划 进 , 试 求 船 的 轨迹 。 又 车 v= wv， 则 轨迹 是 什么 
曲线 。 

1-29 有 一 宽度 为 /的 河流 , 某 处 河水 的 流速 与 该 处 到 岸 边 的 距离 
成 正比 ,在 河岸 处 水 流速 度 为 零 ,在 河流 中 心 处 则 为 2, 今 有 一 小 船 以 相 
对 速率 % 沿 垂直 于 水 流 的 方向 行驶 。 试 求 小 船 的 轨迹 以 及 船 在 对 岸 靠 
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拢 的 地 点 。 
1-30 直线 40B 在 平面 上 ， 一 半径 为 六 的 圆 在 该 平面 内 以 等 角 
速 o 绕 圆周 上 的 O 点 转动 。 圆 周 与 直线 的 另 一 交点 为 44 。 试 求 : 
(1) 4 点 相对 于 直线 4B 的 速度 和 加 速度 。 
(2) M 点 相对 于 圆周 的 速度 和 加 速度 。 


图 1-30 题 题 1-31 图 
1=31 秋千 4BCD 按 规律 p= gsinot 绕 水 平 轴 O0, 摆动 。 杂 
技 演员 在 横 木 4B 上 以 常 角 速 @ 相对 于 4B 旋转 。 已 知 , BC= AD 
=l1， 且 当 t= 二 ~- 时， 代表 演员 肚 底 的 M 点 到 4B 的 距离 为 5, 求 该 


瞬时 4 点 的 绝对 加 速度 值 Cx。 设 开始 时 ， 运 动员 处 于 铅 垂 位 置 ， 头 
向 上 ,此 4B 杆 在 最 低位 置 。 

1-32 半径 为 RR 的 圆 盘 沿 导轨 AB 
无 滑动 地 滚动 , 而 4B 又 以 匀 角 速度 @ 
在 铅 垂 平面 内 转动 ， 如果 圆 盘 中 心 0 的 
相对 速率 是 常数 mw， 求 在 时 刻 刀 圆 盘 
边缘 与 导轨 4B 的 接触 点 C 的 速度 vo 
和 加 速度 go ( 见 图 )。 设 初始 时 加 盘 和 
4B 的 接触 点 与 4 点 相 重合 。 
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第 二 章 静 力 


静 力 学 是 力学 中 发 展 较 早 的 一 部 分 ， 它 是 研究 物体 (或 物体 系 ) 在 
力 系 作用 下 的 平衡 规律 。 在 静 力 学 中 所 谓 物体 的 平衡 ， 通 常 是 指 它 相 
对 于 某 个 参考 体 (常常 指 地 球 ) 保 持 静 止 的 状态 。 而 力 系 的 平衡 就 是 指 
本 来 在 地 球 上 静止 的 物体 在 附加 上 该 力 系 后 仍然 保持 静止 ， 所 谓 力 系 
就 是 指 作 用 于 同一 物体 上 力 的 全 体 。 

静 力 学 在 机 械 、 航 空 等 工程 技术 中 是 受 力 分 析 的 基础 ,在 生产 实践 
中 有 着 广泛 的 应 用 。 

力 系 的 平衡 条 件 是 对 构件 、 结 构 和 机 械 零 件 等 进行 静 力 计算 的 基 
础 ,在 设计 建筑 物 的 构件 、 工 程 结构 和 作 匀 速 运 动 的 机 械 零 件 时 ,需要 
先 分 析 物 体 的 受 力 情况 ,再 应 用 平衡 条 件 计 算 所 受 的 未 知 力 ,最 后 按照 
材料 的 性 能 确定 几何 尺寸 或 选择 适当 的 材料 。 

按照 叙述 的 方法 ， 静 力 学 可 分 为 几何 静 力学 和 分 析 静 力学 两 种 ， 前 
者 用 作 图 或 几何 的 方法 着 重 对 刚体 进行 jf 讨论 ， 而 后 者 用 数学 分 析 的 方 
法 可 对 任意 质点 系 进行 讨论 。 

本 章 对 几何 静 力学 作 简要 的 讨论 ， 重 点 是 物体 的 受 力 分 析 和 平衡 
方程 。 分 析 静 力学 将 在 第 四 章 中 讨论 。 


$ 2.1 静 力学 的 基本 概念 


1。 为 、 力 系 及 其 等 效 性 
力 的 概念 是 人 们 在 实践 中 形成 的 。 在 自然 科学 中 ， 力 是 指 物体 间 
的 相互 作用 ,这 种 作用 使 物体 的 运动 状态 发 生 改 变 , 或 者 使 物体 发 生变 
形 。 在 刚体 静 力 学 中 就 不 考 嵌 物体 的 变形 。 
确定 一 个 力 要 有 三 个 要 素 , 即 力 的 大 小 .方向 (包括 方位 和 指向 ) 和 
作用 扣 , 实 践 证 明 , 物 体 上 具有 同一 作用 点 的 两 个 力 可 按照 平行 四 边 形 
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法 则 进行 合成 。 因 此 力 是 一 个 矢量 ,可 以 记 作 到 ,假如 再 以 作用 点 的 矢 
径 池 来 表示 力 正 的 作用 点 位 置 , 则 两 个 矢量 五 和 ?一 起 ,就 完全 确定 
了 一 个 力 。 实 践 经 验 还 表明 ， 作 用 于 刚体 上 的 力 可 沿 着 作用 线 移 动 而 
不 改变 其 对 于 刚体 的 运动 效应 ， 这 种 性 质 称 之 为 力 的 可 传 性 。 
力矩 描述 了 一 个 力 改变 物体 转动 状态 的 能 力 。 常 可 分 力 对 某 点 的 
力矩 和 力 对 某 轴线 的 力 甜 两 类 。 设 刚体 上 作用 着 力 卫 ,其 作用 点 为 性 ， 
我 们 把 力 下 对 点 的 力矩 (图 2- 世 定义 为 矢 径 了 = OM 与 力 五 的 矢 
积 , 记 作 Lo ,而 点 称 为 矩 心 。 则 有 
‘, .Lo=7?xF 《2.1) 
所以 力矩 也 是 一 个 矢量 ， 它 垂直 于 由 
9 和 天 所 决定 的 平面 ,其 方向 由 右手 
螺旋 法 则 确定 。 它 的 大 小 是 力 的 大 小 
& 与 从 CC 点 到 力 的 作用 线 的 垂直 上 距 
离 4 (图 中 未 画 出 ?的 乘积 。 因 为 |7 x 
下 | 是 由 ? 和 所 组 成 的 平行 四 边 形 
的 面积 ,着 取 了 为 底 边 , 则 4d 就 是 相 
应 的 高 了 ,所 以 
z IrxF|l=F.d 
我 们 还 可 定义 力 对 于 某 根 轴 的 力 皇 。 力 对 于 任意 轴 的 力矩 就 是 力 
对 这 一 轴 上 任意 一 点 的 力矩 在 此 轴 上 的 投影 , 它 是 个 标量 。 设 力作 用 
在 册 点 , p 是 任意 一 根 轴 , 2" 是 该 轴 的 单位 矢量 ,在 p 轴 上 任 取 一 点 
0 , 则 力 丐 对 轴 的 力矩 是 。 
ly = Lo:p"= (OM x F).p' (2.2) 
考察 一 种 特殊 的 力 系 ,该 力 系 中 各 个 力 均 作用 在 同一 点 上 ,这 种 力 
系 就 称 为 共 点 力 系 。 设 共 点 力 系 (FF,,.…,F.) 的 作用 点 为 M, 则 
可 按照 平 行 四 边 形 法 则 (图 2-2)， 先 把 , 和 ,合成 一 个 力 ， 作 用 
点 仍 为 44 ,然后 再 与 8 合成 ， ops ， 直至 与 思 , 合成 一 个 力 五， 


图 2-1 


局 = 如 F,, 它 的 作用 点 仍 在 M 。 因 此 局 也 是 一 个 力 ， 称 为 该 力 系 的 
合力 。 实 旺 表 明 ， 如 果 我 们 把 共 点 力 系 和 它 的 合力 看 成 是 作用 在 该 物 
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体 上 的 两 个 力 系 , 则 这 两 个 力 系 对 物体 的 力学 效果 (保持 平衡 或 运动 状 
态 的 改变 ) 是 相同 的 ,因此 我 们 称 共 点 力 系 和 它 的 合力 是 等 效力 系 。 显 
然 , 合 力 较 共 点 力 系 更 为 简单 。 


图 2-2 图 2-3 


再 考察 一 种 力 系 , 它 是 由 两 个 大 小 相等 ,方向 相反 ， 但 不 在 同一 直 
线 上 的 一 对 力 所 组 成 ， 这 种 力 系 称 为 力 偶 。 设 ‘,,F,) 是 力 偶 (图 
2-3), 即 五; = 一 至, 则 这 两 个 力 的 矢量 和 (不 是 合力 1) 为 零 , 而 力 偶 对 任 
一 点 O 的 合力 矩 为 

Lo= OM,x F,+OM,x F,= MM,xF, 

它 与 O 点 无 关 , 所 以 把 它 称 为 力 偶 矩 ， 记 作 克 , 则 | 五 | = Fd , 其 中 到 
是 力 的 大 小 (f= | | = 18,|),d 是 两 作用 线 间 的 距离 (图 2-3), 而 卫 
的 方向 垂直 于 两 作用 线 所 决定 的 平面 ， 其 指向 由 右手 螺旋 法 则 决定 。 
可 见 力 偶 只 有 两 个 要 素 , 即 力 偶 矩 的 大 小 和 方向 。 

现在 考虑 作用 在 物体 上 的 任意 力 系 (FP,, F,,.…, F.,) 3 它们 的 作 
”用 点 可 以 是 各 不 相同 的 , 设 分 别 为 (M,,MM,,…，M,) ,这 时 我 们 可 定 
义 珊 个 量 。 一 个 电 主 矢 , 即 力 系 中 各 个 力 的 矢量 和 , 记 作 严 , 即 


R= 3F, (2.3) 


它 没有 作用 点 ,所 以 不 是 力 。 另 一 个 量 叫 主 矩 , 即 先 取 某 点 为 答 心 ， 
力 系 中 各 个 力 的 作用 点 对 C@ 点 的 矢 径 记 为 (六 7) ， 则 我 们 把 
每 个 力 对 CO 点 之 怎 的 矢量 和 称 为 此 力 系 对 抢 心 O 的 主 矩 ， 记 作 Lo， 
即 
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Lo= SrxF, (2.4) 


主 天 和 主 拖 是 度量 力 系 效应 的 两 个 特征 量 。 
根据 主 矩 的 定义 , Lo 的 大 小 和 方向 依赖 于 矩 心 O 点 的 选择 。 例 
如 对 同一 个 力 系 ( 玉 ,F,,…,,) ， 取 O 与 4 为 矩 心 (图 2-4) 分 别 计 
算 其 主 矩 为 
L, 3b 


L, = ,We EE SOA+ rx, 


i=l 


t=l tm 
=OAxRE+L, 


图 2-4 


其 中 尼 = 如 局 ,是 力 系 的 主 秋 , 所 以 有 


LL,=L.+0AxR (2.5) 
在 一 般 情况 下 (除非 OAil 肪 ,或 尺 =0) ， 对 于 不 同 的 矩 心 ， 力 系 的 
主 矩 是 不 同 的 。 所 以 当 说 到 力 系 的 主 给 时 ， 必 须 同 时 说 上 明 欠 心 的 位 
置 。 

如 果 在 一 个 物体 上 作用 有 两 个 力 系 , 它 们 的 主 矢 相等 ,而 且 对 同一 
点 的 主 矩 也 相等 , 则 称 这 两 个 力 系 是 等 效力 系 。 例 如 , 共 点 力 系 可 与 一 
个 合力 等 效 , 而 力 偶 ( 力 偶 矩 不 为 零 ) 却 不 能 与 一 个 力 等 效 , 所 以 力 偶 是 
一 种 最 简单 的 力 系 ,一 个 力 偶 只 能 与 另 一 个 力 偶 等 效 , 只 要 它们 的 力 偶 
矩 相等 就 可 以 了 。 因 此 作用 在 物体 上 的 一 个 力 偶 可 以 在 力 偶 的 作用 平 
面 内 随便 移动 ,也 可 以 从 一 个 平面 移动 到 与 之 平行 的 另 一 平面 上 ,只 要 
始终 保持 力 偶 矩 不 变 , 如 图 2-5 所 示 。 

由 力 系 的 等 效 性 ， 我 们 要 设法 找到 较 简 单 的 等 效力 系 来 代替 一 个 
已 知 的 力 系 ， 这 将 在 下 面 的 力 系 简化 中 介绍 。 这 里 强调 指出 的 是 力 系 
的 等 效 性 上 只 对 刚体 成 立 。 

特别 ,如 果 一 个 力 系 的 主 矢 与 主 矩 都 为 零 ， 就 称 为 夫 力 系 。 显然 ， 
零 力 系 对 刚体 不 产生 力学 效应 。 
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图 2-5 


2。 力 系 的 简化 
设 作 用 在 刚体 上 的 力 系 为 (PF , BF,,..., F.) 9 其 作 用 点 为 (JI 
册 ,,…， 及 ,), 各 点 的 矢 径 为 (7,?,，,…,7。), 则 可 算得 此 力 系 的 主 矢 为 


尼 = 习 媚 , 以 及 对 某 点 0 的 主 矩 为 也。 = 习 mx ,现在 我 们 设想 有 一 


个 新 的 力 系 , 它 由 一 个 力 FR 和 一 个 力 偶 ( 力 偶 矩 为 了 ) 组 成 ,其 力 丙 的 
大 小 及 方向 与 ( 原 力 系 的 ) 主 和 拓 有 R 相同 ,作用 点 为 O ,而 力 偶 矩 卫 就 等 
于 主 矩 L。 (图 2-6), 显 然 , 这 个 新 力 系 与 原 力 系 是 等 效 的 ,这 时 我 们 就 
称 将 原 力 系 对 点 作 了 简化 。O 点 称 为 力 系 的 简化 中 心 。 当 然 简 化 
中 心 可 以 任意 选取 ,如 果 另 取 4 为 简化 中 心 , 则 在 其 等 效力 系 中 , 作用 
在 4 点 的 力 的 大 小 和 方向 仍 与 主 矢 BR 相等 ， 但 力 偶 却 不 同 了 , 它 的 矩 
等 于 力 系 对 勾 点 的 主 代 Ls (图 2-6)， 而 Ls 与 上 间 的 关系 由 (2.5) 
式 决 定 。 
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特别 ,如 果 - -个 力 系 对 O 点 简化 的 结果 为 零 力 系 〈 这 时 向 任 意 点 

简化 都 是 零 力 系 ), 则 称 原 力 系 为 平衡 力 系 , 即 有 

R=0, L,=0 (2.6) 
在 原来 静止 的 物体 上 再 作用 一 个 平衡 力 系 ， 物 体 仍 然 保持 静止 状态 。 
显然 ,一 个 力 系 上 增加 一 个 平衡 力 系 或 者 减少 一 个 平衡 力 系 后 ,都 等 效 
于 原来 的 力 系 。 

3。 二 力 平 衡 和 三 力 平 衡 z 

最 简单 的 平衡 力 系 只 有 两 个 力 组 成 , 则 由 主 矢 R=0 ,就 要 求 这 两 
个 力 的 大 小 相等 而 方向 相反 。 再 由 主 矩 五 。= 0 ， 就 要 求 这 两 个 力 的 作 
用 线 相 同 。 所 以 二 力 平衡 的 充 要 条 件 是， 两 个 力 的 大 小 相等 ， 方 向 相 
反 , 而 且 力 的 作用 线 相同 。 

如 果 平 衡 力 系 有 三 个 力 组 成 , 则 可 以 证 明 , 这 三 个 力 的 作用 线 一 定 
共 面 (见习 题 2-1)， 而 且 如 果 三 力 平 衡 时 有 两 个 力 的 作用 线 是 相交 
的 ， 则 第 三 个 力 的 作用 线 就 一 定 通 过 它们 的 交点 ， 如 图 2-7 ， 即 三 个 
力 共 面 且 汇 交 。 或 者 说 ， 不 平行 的 三 个 力 情 ,、F, ,平衡 的 充 要 条 件 
是 三 力 汇 交 且 情 ,、F,、F, 能 首尾 相 接 组 成 封闭 三 角形 。 
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图 2-7 


$2.2 受 力 分 析 


无 论 解 决 静 力学 问题 还 是 动力 学 问题 ， 都 必须 首先 弄 清楚 物体 上 
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作用 着 哪些 力 ， 即 所 谓 受 力 分 析 ， 然 后 才能 建立 必要 的 方程 以 求 出 某 
些 未 知 量 ， 因 此 受 力 分 析 是 解决 力学 问题 的 一 种 基本 功 ， 要 学 好 、 用 
好 。 

1。 受 力图 

受 力 分 析 的 第 一 步 是 确定 分 析 的 对 象 ， 即 要 确定 所 研究 的 是 哪 一 
个 物体 ， 有 时 也 称 为 取悦 离 体 。 第 二 步 是 画 出 所 分 析 的 对 象 及 作用 在 
它 上 面 的 全 部 力 , 通 常 称 为 作 受 力图 ,或 称 脱 离 体 图 。 受 力图 上 的 力 不 
能 多 画 , 也 不 要 漏 画 。 因 为 力 是 两 个 物体 之 间 的 相互 作用 ,所 以 每 画 一 
个 力 ,都 要 追问 一 下 是 哪 一 个 物体 作用 于 分 析 对 象 上 的 力 。 

为 了 正确 画 出 受 力图 ,还 需要 掌握 力 的 特点 与 性 质 。 例 如 ,除了 万 
有 引力 、 电 磁力 等 之 外 ,所 有 的 力 都 是 接触 力 ， 这 时 只 有 在 物体 相互 接 
触 处 才 受 到 力 的 作用 又 如 ,作用 力 与 反作用 力 是 分 别 作用 在 两 个 不 同 
的 物体 上 的 ;还 有 约束 反 力 的 特点 等 等 。 

2。 约 束 与 约束 力 

力学 里 考虑 的 物体 ,有 的 不 受 限 制 可 以 自由 运动 ,这 样 的 物体 被 称 
为 自由 体 ,例如 空中 自由 飞行 的 飞机 ;有 的 物体 则 要 受到 某 些 限制 而 不 
可 能 沿 某 些 方向 运动 ,这 样 的 物体 被 称 为 非 自由 体 ,例如 用 绳子 悬挂 着 
而 不 能 下 落 的 重 球 。 在 静 力 学 中 把 研究 对 象 的 空间 位 置 所 受到 的 来 自 
其 他 物体 的 限制 称 为 约束 。 例 如 悬挂 重 球 的 绳子 对 于 重 球 就 是 一 种 约 
束 。 由 约束 施加 在 被 约束 物体 上 的 作用 力 称 为 约束 力 ， 或 称 为 约束 反 
作用 力 , 也 常 简称 为 反 力 。 相 反 , 如 果 作用 在 物体 上 的 外 力 ， 它 的 大 小 
与 方向 都 与 约束 无 关 , 则 称 为 主动 力 ,如 重力 ,水 压力 等 ,工程 上 常 把 主 
动力 称 为 荷载 。 

约束 是 通过 给 对 象 一 个 约束 力 的 方式 来 实现 其 限制 的 ， 因 此 当 人 
为 地 撤去 一 个 约束 时 ,必须 在 接触 点 上 用 一 个 适当 的 约束 力 来 代替 ,这 
就 称 为 约束 解除 原理 。 约 束 力 一 般 是 未 知 的 ， 但 它 的 方向 总 是 与 约束 
所 能 阻止 的 运动 方向 相反 。 

常见 的 约束 和 约束 力 的 性 质 如 下 : 

(1) 绳索 。 张 紧 的 绳索 对 物体 的 反 力 是 一 个 拉力 ,其 作用 线 沿 强 
索 ( 或 其 切线 方向 ), 它 包含 一 个 未 知 量 , 即 拉 力 的 大 小 。 
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(2) 光滑 的 约束 面 。 物体 受 一 个 光滑 约束 面 的 约束 时 〈 此 时 应 
当 认 为 物体 表面 也 是 光滑 的 ), 反 力作 用 线 通 过 接触 点 ， 并 沿 着 两 接 解 
面 的 公共 法 线 方向 。 这 个 力 只 能 是 压力 ， 所 以 它 指向 物体 的 内 部 (图 
2-8)。 它 有 一 个 未 知 量 , 就 是 力 的 大 小 。 


物体 
【61 (6) 


图 2-8 


光滑 饮 链 是 一 种 常见 的 约束 , 它 能 使 物体 上 一 点 保持 不 动 , 这 时 反 
力作 用 比 经 过 铵 链 销 的 中 心 (就 是 那个 不 动 点 处 )( 图 2-9a), 而 反 力 的 
大 小 和 方向 都 是 未 知 量 。 在 平面 情形 称 为 平面 匀 或 柱 铵 链 ， 这 时 有 两 
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图 2-9 


个 未 知 量 , 常 可 取 成 反 力 的 大 小 W 及 其 与 水 平 线 的 夹 角 9 (如 图 Bb)， 
也 可 取 成 反 力 在 直角 坐标 系 中 的 两 个 分 量 属 ,. 和 AN, (如 图 c) 。 在 空 
闻 情 形 就 叫做 球 鲍 链 (如 轿 &), 这 时 有 三 个 未 知 量 。 

(3) 连 杆 。 它 是 一 根 轻 杆 (本身 重量 可 以 忽略 不 计 )， 它 的 两 端 
4. 忆 分 别 由 匀 链 与 支 座 或 物体 相连 (图 2-104)。 
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如 果 两 端 饼 链 是 光滑 的 ,那么 连 杆 的 受 力图 将 如 图 2-105 或 c 所 
示 , N% 和 Ns 分 别 是 支 座 或 物体 对 连 杆 的 作用 力 。 连 杆 处 于 平衡 状 
态 , 和 Na 和 As 的 作用 线 必定 通过 4B 连 线 ,而 且 N= -和 so 此 时 杆 
可 能 被 压缩 (图 2-102 ) 或 被 拉 伸 (图 2-10c)， 我们 要 注意 的 是 连 杆 对 
物体 的 反 力 Ns ,显然 , Ns = 一 和 Ns , 当 和 Ns 指向 物体 内 部 时 表明 连 杆 
“ 推 ” 物 体 (此 时 连 杆 本 身受 压缩 ) ,反之 , 连 杆 “ 拉 ” 物 体 ( 此 时 连 杆 本 身 
受 拉 伸 )。 到 底 是 “ 推 ? 还 是 ^“ 拉 ”, 预先 不 能 确定 , 解 题 时 ,不 妨 先 假设 一 
种 情况 ,然后 由 平衡 方程 求 出 该 反 力 ,如 果 这 反 力 是 正 的 ， 则 说 明 假 设 
的 方向 正确 ,否则 方向 应 相反 。 

(4) 滑动 支 座 。 滑动 支 座 ( 图 2-11CZ) 的 一 端 通过 铵 链 与 物体 连 
结 , 另 一 端 通过 滚轮 作用 于 光滑 国定 支承 面 上 ,因此 支 座 可 在 支承 面 上 
自由 滑动 ， 所 以 滑动 支 座 对 物体 的 约束 反 力 垂直 于 支承 面 且 指 向 物体 
内 部 。 滑 动 支 座 的 简 图 也 可 用 滚 子 或 连 杆 代 替 , 如 图 2-115 和 < ,这 时 
支 座 的 实际 构造 可 以 防止 物体 和 支承 面相 互 脱 开 , 即 既 可 承受 压缩 ,也 
可 承受 拉 伸 。 

(5) 国 端 支 座 。 物体 的 一 端 被 固定 ,或 称 擂 入 ,如 图 2-124 所 示 。 
固 端 文 座 在 接触 面 上 对 物体 作用 一 约束 力 系 ,在 平面 问题 中 ,这 一 约 
束 力 系 是 一 平面 任意 力 系 , 如 图 2-120 所 示 。 现 将 这 个 力 系 向 作用 平 
曾 内 的 点 女 简 化 ,得 到 一 个 等 效力 系 , 它 由 一 个 力 入 sy 彻 一 个 力 偶 众 工 ， 
组 成 ,如 图 c 所 示 。 所 以 对 于 平面 力 系 , 回 端 支 座 4 处 的 约束 作用 可 简 
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(a) {65) fc) 
图 2-11 


化 为 两 个 约 来 反 力 x4、 ?4 利 一 个 力 偶 矩 为 Ls 的 约束 反 力 偶 ， 如 图 da 
所 示 。 一 般 情 况 下 , 这 三 个 量 均 是 未 知 的 。 


在 工程 中 , 固 端 支 座 是 经 常见 到 的 ,例如 车 刀 和 工件 分 别 夹 持 在 刀 
架 和 卡 盘 上 ,还 有 插入 地 基 中 的 电线 杆 以 及 悬臂 粱 等 。 

下 面 举例 说 明 受 力图 的 作法 。 

例 2.1 白 印 载重 汽车 。 汽 车 翻斗 可 绕 其 与 底盘 连接 处 (简化 为 铵 
4 ) 转动 , 油 压 举 升 仙人 简 ( 作 动 简 ) 可 简化 为 连 杆 , 设 翻斗 重 忆 ,翻斗 的 
省 图 如 图 2-134 ， 其 受 力图 如 图 2-138 所 示 , 由 三 力 平衡 可 决定 匀 4 
的 反 力 Ns 的 方向 。 

例 2.2 作出 图 2-144 所 示 的 物体 系 中 每 个 物体 的 受 力 图 。 假 设 
所 有 接触 面 虱 大 光滑 的 ,是 不计 各 物体 的 自重 。 
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【 解 】 
(1) 对 象 是 整个 物体 系 ,DD 是 滚 子 , NN， 方向 已 知 , 设 到 与 Wo 交 
e 7 。 


于 点 @, 。 由 三 力 平衡 原理 ， 可 求 出 平面 铵 反 力 As 的 方向 ， 如 图 
2-14b 所 示 。 

(2) 对 象 是 物体 BD 。 因 ND 通过 匀 C ， 由 三 力 平衡 原理 , 铵 B 
的 反 力 和 Ns 也 过 C 点 ， 但 铵 C 的 反 力 和 No 方向 未 知 ， 如 图 2-14c 所 
个。 

(3) 对 象 是 物体 4B。Na 与 和 Ns 方向 已 知 , 设 交点 为 @, ; 则 NN， 
通过 Q@, ,如 图 2-144 所 示 。 

(4) 对 象 是 物体 CF。 设 和 Ns 与 P 交 于 点 @,， 则 入 o 也 通过 
@, 。 如 图 2-14e 所 示 。 


32.3 平衡 方程 

1。 平面 力 系 的 平衡 
平面 力 系 是 指 该 力 系 中 每 个 力 的 作用 线 都 位 于 同一 平面 中 。 这 
种 力 系 的 平衡 条 件 讨论 清楚 了 ,就 可 以 很 容易 地 推广 到 空间 力 系 ,平面 
力 系 在 实际 应 用 中 也 是 很 重要 的 。 在 许多 工程 技术 问题 中 , 各 个 力 的 作 
用 线 本 来 就 是 在 同一 平面 之 中 ,这 当然 是 平面 力 系 。 在 另 一 些 问题 中 ， 
作用 于 物体 上 的 是 一 个 空间 力 系 ， 但 它 关 
于 某 一 个 平面 对 称 ， 于 是 也 可 以 简化 为 一 
个 平面 力 系 。 如 将 力 系 中 对 称 的 一 对 力 了 
与 f/ 合 起 来 (图 2-15), 它们 的 合力 就 在 
对 称 面 中 ,F 的 大 小 等 于 f 在 对 称 平面 上 投 
影 的 两 倍 。 例 如 ， 飞 机 在 定常 航行 中 ， 空 
气 对 飞机 的 作用 力 和 重力 都 对 称 于 飞机 的 
几何 对 称 面 (图 2-16), 所 以 可 以 认为 飞机 
受到 平面 力 系 的 作用 。 
上 节 已 经 指出 ,一 般 力 系 的 平衡 条 件 是 主 和 撩 RR = 0 和 主 撼 五 。= 0。 现 
在 写 出 平面 力 系 平衡 条 件 的 具体 形式 了 到 直角 坐标 系 Oxyz, 使 得 Yy 平 
面 就 是 力 系 所 在 的 平面 。 于 是 力 系 中 每 -- 个 力 在 z 轴 方 向 的 分 量 都 是 
零 ， 而 每 一 个 力 的 力矩 都 沿 着 轴 方 向 。 因 此 平衡 条 件 就 成 为 三 个 标 
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图 2-15 


图 2-16 


量 方程 : 

ZIFw=0 Zi=0 7L=2Z1=0 (2.7) 
人 它 包含 两 个 力 的 投影 式 和 一 个 力 
害 式 。 

平面 力 系 也 有 其 他 形式 的 平衡 方程 : 
三 力矩 形式 。 在 平面 上 作 选 不 共 线 的 三 个 点 A、 B.C ， 则 平衡 方 
程 为 
Liz<e 0 Las= 0 Los=0 (2.8) 
二 力矩 形式 。 在 平面 下 任 取 两 点 和 4 和 BB， 再 取 一 个 单位 矢量 
,只 要 4 与 4B 的 连 线 不 垂直 , 则 平衡 方程 为 
ZF=0, Lis=0, Lgs=0 (2.9) 
其 中 ,是 力 ,在 以 上 的 投影 。 
(2.8) 式 和 (2.9) 式 也 都 是 平面 力 系 平衡 的 充 要 条 件 ， 请 读者 自 
已 证 明 。 
例 2.3 一 结构 如 图 2- 17 4 所 示 , 各 构件 自身 重量 均 略 去 不 计 , 若 
在 全 点 作用 一 大 小 为 P 的 水 平 力 , 当 机 构 在 图 示 位 置 平衡 时 ， 试 求 作 
用 于 构件 4B 上 的 力 偶 MM 的 力 偶 矩 大 小 以 及 和 4 点 约束 反 力 的 大 小 
和 方 问 。 
【 解 】 本 结构 由 三 个 构件 组 成 ， 而 且 不 能 由 整体 平衡 求 出 全 部 支 
座 反 力 , 现 分 别 作 出 受 力 图 如 图 5 所 示 。 
(1I) 对 象 是 BC 杆 , 由 于 它 是 二 力 杆 ,于 是 
入 5 = 一 No ,方向 沿 BC 连 线 。 
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(2) 对 象 是 CE 杆 , 由 
Lp,s= 0: Noi2 CoS 0 


Noe=P/vV 3 
(3) 对 象 是 4B 杆 , 出 
Li,= 0: M-2:N,=0 


M=2Ngs=2No=2P/V3 
Nai=Ns= P/V 3 
入 ,垂直 于 AB 连 线 , 方 向 如 图 5 所 示 。 
例 2.4 图 2-18a 所 示 的 是 平面 析 架 ， 已 知 玉 = FF,= 10kN ， 
F,= 20kN , 求 杆 4.5,6 的 内 力 。 
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【 解 】 桥架 是 工程 中 一 种 常用 结构 , 它 的 特点 是 ; (1) 构成 杭 架 的 
每 一 根 直 杆 都 不 计 自 重 ， 杆 的 两 端 用 光滑 锐 连 接 ， 销 子 中 心 〈 称 为 节 
点 ) 在 杆 的 中 心 线 上 ， 因 此 每 根 杆 都 是 二 力 本 ,只 能 受 拉 或 受 压 ;，(2) 
所 有 外 力 均 在 各 杆 所 在 的 平面 内 ,并 且 作 用 于 节点 上 ,所 以 作用 于 每 一 
个 节点 上 的 力 都 组 成 平面 共 点 力 系 。 

通常 可 用 两 种 方法 求 析 架 的 内 力 , 一 是 “节点 法 ?”， 以 节点 为 对 象 
( 共 点 力 系 ) 列 出 平衡 方程 (见习 题 2-8), 二 是 “截面 法 ”>， 即 截取 梅 架 的 
一 部 分 为 对 象 , 列 出 平衡 方程 (平面 力 系 ) ,本 题 用 截面 法 。 

(1) 对 象 是 整个 梅 架 , 求 支 座 反 力 Xs、Y sas 和 Ys， 如 图 4 。 平 衡 
方程 为 ， 

ZF,.=0, 4=0 


Lizs=0: 31Y's -5 IF,- 1F,=0, 
解 得 
ys= 10kN 
ZF,=0: YtYs- Ft,+F,)=0 
入 z 
Y ,= 30kN 
. (2) 将 杆 4.5.\6 鹤 断 ， 取 右 半 个 梅 架 (图 2-185) 作为 研究 对 象 ， 
求 内 力 S4、S。、S。 。 


了 =0， 3 一 -1Fs -Solsin 世 =0。 
得 
xy + 17,3kN 
Las= 0 Yal~ Solsins-=0 


8 一 +17.3KN 
LD 21Ys -Fst+ 1S,=0 
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得 
= = 30kEN 
所 得 结果 还 可 用 左 半 部 分 机 架 的 平衡 方程 来 核对 。 
例 2.5 如 图 2-19a 所 示 , 水 平 梁 由 AC 和 CD 两 部 分 组 成 ,它们 


在 C 处 用 匀 链 相连 。 梁 的 4 端 插 入 墙 中 在 B 处 由 滑动 支 座 支承 。 加 
已 知 :Q@=10kN,P= 20kN， 均 布 载荷 名 =5kN/m , 梁 的 BD 有 段 作 用 区 
有 线性 分 布 载荷 ,在 DD 端 为 零 ， 在 如 处 达 最 大 值 9= 6kN/m 。 试 求 4 
和 B 处 的 约束 反 力 。 

【 解 】 (1) 下 AD, 受 力图 如 图 5 ， 平衡 方程 为 : 

‘#1 . ni 
医 2-19 

DF,=0: Xs=0 (1) 

SF,=0: YatNs-P-Q-p- 9=0 (2) 

Lis=0: Mat+3Ns-0.5P-2.5Q@-1.5p 

(2) 对 于 CD 段 梁 , 受 力图 如 图 c。 因 (1) 一 (3) 式 中 有 4 个 变 


量 , 所 以 还 要 再 补充 一 个 方程 : 
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三 yorpOD=- 
Lo:=0 Ne- a(1+ 3 -0.5@=0 (4) 


(3) 解 方程 ， 先 由 (4) 式 可 解 得 
LVas=9kN 
代入 (1) 一 (3) 式 , 即 得 
M,=25.5kNim 
Y ,=29kN 
X=0 
2。 滑动 摩 娘 
在 前 面 的 讨论 中 我 们 都 假定 两 个 物体 相 接 触 处 是 完全 光滑 的 ， 忽 
略 了 它们 之 间 的 摩擦 ,但 在 实际 上 ,两 物体 的 接触 面 间 总 存在 一 定 的 摩 
所, 有 时 岸 控 还 起 着 决定 性 的 作用 。 例 如 ,车 床上 的 卡 盘 夹 园 工件 ,就 要 
依靠 摩擦 ， 在 精密 仪表 中 ,很 小 的 摩擦 也 会 影响 仪器 的 灵敏 度 和 正确 
性 。 
按照 接触 物体 之 间 的 运动 情况 ， 摩 擦 可 分 为 滑动 摩擦 和 滚动 摩擦 
两 类 ,这 里 只 讲 滑动 摩擦 。 由 于 物理 本 质 的 不 同 , 滑 动 摩擦 又 分 为 干 摩 
擦 和 湿 摩 擦 。 如 果 两 物体 的 接触 面 间 是 干燥 的 ,就 是 干 摩擦 ;如 果 两 物 
体 的 接触 面 间 充满 足够 的 液体 ， 就 称 为 温 摩 氯 。 下 面 讨论 存在 滑动 摩 
擦 时 的 平衡 问题 。 
法 线 两 个 相互 接触 的 物体 ， 当 在 其 接 
触 表 面 之 间 有 相对 滑动 的 趋势 ， 但 仍 
保持 静止 状态 时 ， 彼 此 存在 着 阻碍 相 
对 滑动 的 阻力 ， 这 种 阻力 就 称 为 静 滑 
动 摩擦 力 ， 简 称 静 摩 控 力 。 
如 图 2-20 , 当 物 体 与 约束 面 间 存 
在 摩擦 时 ,约束 反 力 RE 就 不 再 沿 法 线 
方向 了 ,这 时 可 将 有 分 解 为 法 向 反 力 
入 和 切 向 摩擦 力 f 。 我 们 知道 ， 当 物 
体 有 相对 滑动 〈 即 接触 点 的 相对 速度 
不 为 零 ) 时 ， 摩 擦 力 了 的 方向 总 是 与 
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物体 相对 于 约束 面 的 送 动 方向 相反 ,但 在 平衡 问题 中 ,相对 运动 还 没有 
发 生 ， 怎 样 来 决定 和 的 方向 呢 ? 这 时 .我 们 认为 摩擦 力 子 的 方 回 与 物 
体 的 相对 运动 趋势 的 方向 相反 。 所 谓 “ 趋 势 *”， 是 因为 物体 处 于 静止 状 
态 , 如 果 现 在 假想 接触 处 是 完全 光滑 (摩擦 消失 ) 的 ,到 物体 就 要 沿 着 这 
个 方向 作 相 对 滑动 。 
摩擦 力 的 起 因 是 比较 复杂 的 ， 要 用 微观 的 物理 规律 才能 解释 它 。 
但 在 理论 力学 中 ， 我 们 只 是 从 宏观 的 观点 来 说 明 摩 擦 力 的 性 质 。 我 们 
知道 ,摩擦 力 的 大 小 和 主动 力 的 情况 有 关 。 例 如 , 木 块 放 在 粗糙 的 水 平 
桌面 上 ， 如 果 不 去 推 它 ,那么 尝 面 的 反 力 沿 坚 直方 向 , 即 摩擦 力 是 零 。 
如 果 用 水 平 力 去 推 术 块 ， 就 有 摩擦 力 来 阻碍 其 运动 。 水 平 推力 越 大 ， 
摩擦 力也 越 大 。 当 水 平 推力 大 到 一 定 程 度 时 ， 摩 氛 力 就 不 再 增 大 了 ， 
这 时 , 木 块 就 开始 滑动 ,平衡 被 破坏 。 可 见 静 摩擦 力 与 一 般 的 约束 力 不 
同 , 它 存在 一 个 最 大 值 , 即 
f <f nar (2.10) 
这 里 fmsz 就 是 最 大 静 摩 氛 力 。 大 量 实验 证 明了 下 述 库 仑 定律 :最 大 葵 
摩擦 力 的 方向 与 相对 滑动 趋势 相反 ,其 大 小 与 两 物体 间 的 正 压 力 ( 即 法 
向 反 力 ) 成 正比 ,比例 系数 4 只 依赖 于 物体 与 约束 面 材 料 的 性 质 ， 与 表 
观 的 宏观 接触 面 的 大 小 无 关 , 即 
fuar =2N (2.11) 
这 里 4 称 为 摩擦 系数 ， 它 是 一 个 无 量 纲 量 。 例 如 ， 精 加 工 并 上 了 油 的 
金属 表面 相互 之 间 的 摩擦 系数 是 0.10 ,木材 和 石头 之 间 的 摩擦 系数 为 
0.5 左右 ,而 橡皮 与 固体 间 的 摩擦 系数 为 1 一 4 。 
将 (2.10) 式 和 (2.11) 式 结合 起 来 ， 即 得 出 静摩擦 力 的 基本 关系 
式 ， 
f<uN (2.12) 
当 摩擦 力 达 到 最 大 静摩擦 力 时 ， 约 来 反 力 和 法 线 的 夹 角 叫 做 
摩擦 角 , 若 用 e 来 表示 , 则 容易 看 出 有 下 列 关系 ， 
a 
fmsx=Ntge 
在 一 般 情况 下 ,约束 反 力 及 与 法 线 的 来 角 小 于 摩擦 角 。 
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例 2.6 设 梯 子 靠 在 墙 上 ， 倾 
角 为 a 。 梯 子 与 墙 以 及 梯子 与 地 面 


» 之 闻 的 摩擦 系数 均 为 。 梯 子 长 为 

| | 1 , 重 Q ， 重 心 在 中 点 。 人 重 W， 

HSA 站 在 梯子 上 ( 见 图 1-21)。 问 人 离 

Ee | 梯 下 端的 距离 4 为 多 少时 能 使 梯子 
保持 不 动 ? 


【 解 1 根据 滑动 趋势 ， 梯 子 4 
端 有 问 右 滑动 的 趋势 ,祥子 的 已 端 
有 向 下 滑动 的 趋势 ,因而 决定 了 4、 
BB 处 摩擦 力 f4 与 f5 的 指向 如 图 。 而 

: 它们 的 大 小 则 由 下 面 不 等 式 决定 ， 
fuLNs, fouNs 
这 样 在 解 平衡 方程 时 就 要 出 现 不 等 式 ， 从 而 给 求解 带 来 麻烦 。 因 此 ， 
在 摩 探 问题 中 ,常常 采用 所 谓 临 界 情况 的 方法 来 求解 。 

设 人 离 梯子 下 端的 距离 & 增 大 到 Coazx 时 ,梯子 处 于 “临界 ”状态 ， 
即将 动 而 未 动 的 状态 。 因 为 它 “ 将 动 ”, 所 以 可 以 用 等 式 f = fnsx=2N 
因为 它 “ 未 动 ”, 别 又 满足 平衡 方程 ,所 以 ,在 这 种 临界 的 情况 下 ,平衡 方 
程 仍然 成 立 ( 式 中 4 要 改 为 Caaz) ,而 不 等 式 要 用 等 式 来 代替 ， 

famax= LNas fomar = LNGs 
因此 就 可 像 平衡 问题 一 样 求解 了 。 
现在 根据 梯子 的 受 力图 可 天 出 临界 状态 的 平衡 方程 : 
SF,=0: Ns~L4Ns=0 
ESF,=0: ~-W-Q@+Ns+uNs= 
Ls=0: ~Nalcosa—-uNalsina+ Wa, sina 


图 2-21 


+Q Sinw=0 
2 
于 是 可 解 得 ， 
i | 
N, os Tie 十 W) 
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Ns= f4= 要 QQ+W) 


1 
_ 
fa 六 (Q+W) 
/| Q QQ 
rt tctge) 2W 
因而 平衡 条 件 是 ， 
1 @_ 2 = ,QQ 
a< 中 于 匣 (1+ WV )a +uCtga) 5 ww-| 


例 2.7 如 图 2-22 a 所 示 , 长 为 27 的 均 质 杆 4B 搁 在 半径 为 只 的 
均 质 圆柱 体 上 , 杆 轴 与 圆柱 轴 互 相 垂 直 , 且 杆 轴 与 圆柱 重心 在 同一 竖 直 
平面 内 , 4 点 为 光滑 平面 铵 座 ， 其 余 接触 处 的 摩 氛 系 数 均 为 x 。 求 平 
衡 时 杆 与 水 平面 的 夹 角 和 的 最 大 值 。 


图 2~22 


【 解 】 这 是 有 摩 疗 的 平面 力 系 , 现 用 摩 氛 角 求 解 ! 

取 圆 柱 为 对 象 ， 作 受 力图 如 图 2 ,这 时 , 柱 重 全 与 地 面 总 反 力 召 。 
以 及 DD 点 总 反 力 玫 p 这 三 个 力 汇 交 于 ( 点 ! 在 临界 状态 ,0 = 加 sx 也 点 
要 比 C 点 先 达到 临界 值 ,再 因 八 ADLC 是 等 腰 的 ,所 以 有 

bs =2e=2arctgn 
例 2.8 有 摩 探 时 的 皮带 张力 (图 2-234) 。 设 皮带 与 固定 图 柱 
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(或 滑轮 ) 之 间 的 摩擦 系数 为 4 ， 皮 带 绕 过 的 角度 为 9 。 同 皮 带 静止 
时 ,两 端 拉力 4， 和 了 ,满足 什么 关系 ? 


a) z (6} 
图 2-23 
【 解 】 我 们 采用 微 元 平衡 法 来 分 析 一 种 临界 情形 。 设 皮带 即将 趋 
于 网 T 那 二 边 滑动 。 取 69 角 处 的 一 段 皮带 微 元 (其 中 心 角 为 40) ,作出 
它 的 受 力图 (如 图 5)。 两 端 张力 的 大 小 为 和 了 了 +d 了， 法 向 反 力 为 
dN ,摩擦 力 为 df =4dN 。 取 中 点 处 的 切 向 和 法 向 多 ， iid 
个 方向 列 出 平衡 方程 ,有 


5F,=0 (sn 2-d 0= 去 40 ): 
AN-T(St)-(T+rdT) (SE)=0 os 
SE: =0(cos»d0=1 j: | | 


T+dT-T+u1dN=0 z (2) 


在 (1) 式 中 咯 去 高 阶 小 量 得 到 d 入 = 了 ad9 ,将 此 式 代 入 (2) 式 得 
dT= -nTd0 (3) 
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分 离 变 量 并 在 9=0 到 9=g 之 间 积 分 ,得 


下午- -fo 


TL 


因此 


这 是 开始 向 荆 , 那 边 滑动 时 的 拉力 比 。 同 样 , 如 果 绳子 开始 向 了 ， 
那 边 滑动 ， 那 么 有 了,/T7 ,= ew 或 者 是 了,/T,=e-**, 由 此 得 到 平衡 
条 件 是 

ew<T, /TT,<er? 

3。 空 间 力 系 的 平衡 

空间 力 系 的 平衡 条 件 仍 然 是 主 和 拓 及 = 0 和 主 矩 已。= 0 。 在 直角 坐 
标 系 下 ,就 有 六 个 独立 的 平衡 方程 , 即 


1 ESF,=0, SF,=0 (2.14) 


Ls 0 L,=0, L,=0 


“(2,14) 式 是 空间 力 系 平衡 方程 的 基本 形式 , 和 平面 力 系 的 情形 一 
样 ,也 可 有 其 他 形式 ,但 (2.14) 式 是 最 常用 的 。 
空间 力 系 的 平衡 问题 与 平面 力 系 相 比 没有 根本 的 差别 。 其 解 题 步 
又 为 ，(1) 取 定 对 象 ,，(2) 作 出 受 力图 并 建立 直角 坐标 系 ，(3) 列 出 各 
个 力作 用 点 的 位 置 坐标 和 力 的 分 量 ,，(4) 按 (2.14〉 式 列 出 平衡 方程 
并 求解 。 | 
例 2.9 有 一 空间 结构 如 图 2-24 所 示 , 4B 杆 的 自重 不 计 , 物 块 
重 为 WW 。 求 球 匀 链 4 处 的 反 力 分 量 人 4 了 4 以 及 绳子 的 拉力 全 
和 《人 。 | 
【 解 】 (1) 对 象 ; AC 杆 和 物 块 ， 
(2) 受 力 图 和 直角 坐标 系 4 一 xyz 如 图 &4 所 示 。 
(3) 各 个 力 及 作用 点 可 列表 如 下 (人 参看 图 2 )， 
a i 


[| 


(8) (6) 8 5 
图 2-24 
物 体 力 的 作用 点 及 其 坐标 力 和 尔 及 其 分 量 
A(0, 0， 一 C) Ra(X2, Ya, Za4) 
AC 杆 B(O, a, 0) T(T sina, —Tcosa, 0) 
B(0, ec， 0) T’'(—T/sina, ~T/cosa, 0) 
物 块 C(0， G 十 六 ， zc.) W(0, 0， —W) 


(4) 平衡 方程 及 其 解 ， 


SF,=0: Xs+(T~T/)sina=0 (1) 
SF,=0: Ys- (T+1’)cosa=0 (2) 
SF,=0: Zu.~W=0 (3) 
i 7 天 人 7 a 
Li=| 0 0 ~-c |+ 0 a 0 
> (T-T’)sina - (T+7/)cosa 0 
ft 7 kk 
+|0 a+b 2z, I=0 
0 0 -W 
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由 此 可 得 
Ls=0: CY ss- Wla+b)=0 


y= twW (4) 
Cc 


了 = 0: -CX,=0 


入 Xs=0 0) 
Li 0， a(T -7’)sina=0 


Te (6) 
将 (4) 和 (6) 式 代入 (2) 式 ,得 


(a+bDv dr + 下 


T=71’= 2ac 


: (7) 
其 中 用 到 


coSsa=a/v a:+d: 
本 题解 为 (3)~(7) 式 。 
注意 ，(6) 式 与 (1)、(5) 式 是 等 价 的 。 


$2.4 静 定 刚体 系统 的 矩阵 解法 


若 于 个 刚体 通过 各 种 约束 而 相互 联系 ,就 组 成 了 刚体 系统 。 当 刚体 
系 平衡 时 ,该 系统 中 的 每 一 个 刚体 也 都 是 平衡 的 。 设 刚体 系 由 即 个 刚体 
组 成 ,车 每 一 个 刚体 都 受 空间 任 意 力 系 的 作用 , 则 共有 6% 个 独立 的 平 
衡 方程 如 系统 中 有 的 刚体 受 汇 交 力 系 或 平面 力 系 等 作用 时 , 则 系统 的 
平衡 方程 个 数 将 相应 减少 。 当 系统 中 的 未 知 量 数目 等 于 独立 的 平衡 方 
程 数目 时 ， 所 有 的 未 知 量 都 能 由 平衡 方程 求 出 ， 这 类 系统 称 为 静 定 系 
统 , 或 称 静 定 问题 。 我 们 前 面 讨论 的 全 是 静 定 系统 。 在 工程 实际 中 ,有 时 
为 了 提高 结构 的 刚度 和 坚 周 性 ,常常 增加 多 余 的 约束 ,从 而 使 未 知 量 的 
数目 多 于 平衡 方程 的 个 数 , 这 样 就 无 法 解 出 全 部 未 知 量 ,这 类 系统 称 为 
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静 不 定 系 统 ， 也 可 称 为 超 静 定 系统 或 殉 定 不 问题 。 关于 静 不 定 问题 我 
们 将 在 第 二 部 分 的 第 七 章 中 讨论 。 
1。 和 矩阵 形式 的 平衡 方程 
类 似 于 单个 刚体 的 (2.14) 式 ， 由 4 个 刚体 组 成 的 更 定 系统 ;共有 
6 个 独立 的 平衡 方程 (空间 力 系 )。 设 系统 的 外 载荷 为 已 知 ， 则 这 6% 
个 方程 实际 上 二 以 约束 力 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 , 当 色 很 大 时 , 手 
工 计算 是 十 分 困难 的 ,因此 要 用 电子 计算 机 求解 ,这 就 要 求 采用 平衡 方 
程 的 矩阵 解法 。 下 面 介绍 这 种 解法 的 基本 思想 。 
首先 要 建立 矩阵 形式 的 平衡 方程 。 为 此 建立 一 个 直角 从 标 系 
Oxyz ,将 所 有 未 知 约 束 力 ( 包 括 约 束 力矩 ,以 下 同 ) 在 该 坐标 系 的 分 量 
按 序 记 作 一 个 列 阵 { 卫 个 , 它 共 有 6% 个 分 量 ， 再 将 则 体 上 载荷 的 主 矢 
及 对 0 点 的 主 矩 在 Oxyz 系 的 分 量 也 按 序 排列 ， 从 而 构成 外 载荷 列 阵 
{B},， 它 也 有 6% 个 分 量 , 设 为 ; 
{B}= C6,, ba ;Den )” 
则 全 部 平衡 方程 就 可 写成 矩阵 形式 ” z 
[A’TM{XNY=E -{B} . | (2.15) 
其 中 [4 是 62x62 阶 常数 窍 阵 。 
注意 到 在 实际 问题 中 ,约束 力 的 大 小 虽 是 未 知 的 ,但 约束 力 的 方向 
或 某 些 分 量 往往 可 以 根据 约束 的 性 质 确 定 , 因 此 ,如 对 每 个 约束 建立 各 
自 的 局 部 坐标 系 , 则 在 这 种 局 部 坐标 系 中 ,未 知 的 约束 分 量 数 就 可 减 至 
最 少 ,也 就 减少 了 总 的 未 知 量 个 数 ,而 且 ， 我 们 要 求 的 也 正 是 这 种 局 部 
坐标 系 下 的 约束 力 分 量 。 可 改写 (2.15) 式 后 ， 外 载荷 列 阵 {BB} 保持 不 变 ， 
而 约束 力 列 阵 { 民 "} 改 为 新 的 列 阵 {} ， 它 的 元 素 是 各 局 部 坐标 系 中 的 
未 知 约束 力 分 量 , 设 共 有 尼 个 元 素 , 显然 & 生 62 常数 矩阵 [4/] 也 要 相应 
地 变 为 新 的 62 x 素 阶 矩 阵 [4], 并 称 之 为 约束 系数 矩阵 , 它 与 各 局 部 坐 
标 系 到 整体 坐标 系 Oxyz 间 的 变换 有 关 。 于 是 矩阵 形式 的 平生 方程 为 : 
[A{X}= -{B} (2.16) 
因 列 阵 {XX} 是 人 阶 的 , 列 阵 {B} 是 6 阶 的 ,如 <6n， 则 根据 
线性 代数 理论 ,可 以 化 到 阶 的 线 代数 方程 组 ,然后 用 高 斯 消去 法 或 其 
他 方法 求 出 列 阵 {X}。 
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2。 求 解 具 体 步 又 

(1) 刚体 编号 ,z= 1,2,…,n ,共有 2 个 刚体 。 

(2) 约束 编号 ， 按 刚体 编号 顺序 ,依次 将 每 个 刚体 的 约束 编号 (不 
重复 编号 )， 设 为 7= 1,2,… ,7 ,加 共有 1 个 约束 。 

(3) 建立 整体 直角 坐标 系 Oxyz 。 

(4) 形成 己 知 载荷 列 阵 {B}， 

按 刚 体 编号 顺序 ,对 第 : 个 刚体 建立 载荷 子 阵 {B,} ， 它 由 第 i 个 


刚体 上 已 知 载荷 的 主 矢 分 量 (X,， 7 ZF,) 和 对 O 点 的 主 矩 分 量 (了 
志 世 ae) 组 成 , 即 
{B,} 和 (X,, Ys Zs Wp Pe Se (2.17) 
将 各 子 阵 顺 序 排列 ,就 得 到 总 载荷 列 阵 {如}, 即 
{B}= (BT BT …， BT)T 
S (x ， i Zi ,Liss Liy, Ls 9 


人 (2.18) 

所 以 {B} 是 62 阶 列 阵 ,每 个 元 素 都 是 整体 系 中 的 量 。 

(5) 建立 约束 转换 矩阵 [SJy: 

i) 建立 各 个 约束 的 局 部 耸 标 系 Cyx'y'z 及 与 总 体系 Oxyz 间 的 
变换 矩阵 [PJ],(j =1,2,…,1m)。 

设 第 7 个 约束 的 作用 点 为 C， ， 根 据 约 束 的 性 质 , 建立 直角 系 
Cyx’y'z ,例如 , 当 约 束 力 方向 为 已 知 时 , 则 令 x’ 轴 沿 此 方向 。 

再 在 C; 点 作 一 个 与 整体 系 OQxyz 相 平 行 的 坐标 系 , 记 作 Cyxyz， 
则 可 求 得 Cyx'y'z/ 系 与 Cjxyz 系 闻 的 变换 矩阵 [Pj 为 


区 Xx’ 
3 =[P], | (2.19) 
.2 Zz 


其 中 (+，y，z) 和 (x/，yY，2?) 是 刚体 上 同一 点 分 别 在 Cjxyz 系 和 
CX’y'z 系 中 的 坐标 。 
11) 形成 约束 转换 矩阵 [LS]; 37 = 1 2，…，7]I ) e 
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设 第 7 个 约 束 由 约束 力主 矢 民 ; 和 主 矩 醒 ， 表 孙 , BR, 在 局 部 系 
Cs yY sz 中 的 分 量 为 (玉民 ) ， 而 在 整体 系 中 的 分 量 为 (KK。， 
R,, 民 ,) ; 同样 , 型， 在 局 部 坐标 系 中 的 分 量 为 (44 My',M,')。 现 
在 建立 局 部 与 整体 两 组 分 量 间 的 转换 矩阵 。 

因为 局 部 系 与 整体 系 间 的 变换 矩阵 为 [PJ ,所 以 主 矢 及 的 两 组 


分 量 交 成 立 
R, R,; 
R, | =[P]， 癌 (2.20) 
fe R,: 
对 于 主 矩 型 ，, 因 和 拢 心 由 (点 变 到 @ 点 , 根据 (2,5) 式 有 
M,=M, +OC,xR, (2.21) 


其 中 M。 是 第 7 个 约束 力 系 对 O 点 的 主 矩 。 为 了 将 (2.21) 式 写成 
抢 阵 形式 ， 设 矢量 DC; 在 整体 系 中 的 投影 为 (xs yo zs) ， 建 立 反对 称 


矩阵 [CJ 即 
0 ?7。 
| z。 0 : (2.22) 
— y。 XX, 0 
又 设 股 。 在 整体 系 中 的 分 萤 为 CH,,2,, , 则 (2.21) 式 的 拭 阵 形 
式 为 ; 
M, M,' RR, 
e-em we t+ [CJ];LP), I (2.23) 
M, M, LR | 
将 (2.20) 式 和 (2.23) 式 人 台 并 , 即 得 
人 ; 1 R,’ 1 
A， [二 ]， : [0] | Ry | 
R， : | R,, 
一 | os 人 6 (2,24) 
M, : | M, 
My| |5C]5P] : [PY IIM, 
M,; 、. J M, 
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”其 中 [0] 是 3x3 阶 的 震 矩 阵 。 


令 
TP 
S| : | (2.25) 
[CICPI3, :上 P)] 
称 [Sj 为 第 7 个 约束 转换 托 阵 。 


(6》 建立 未 知 约束 列 阵 { 芝 } 。 

将 第 7 个 约束 对 第 ? 个 相关 刚体 (对 内 部 约束 , 取 i1 为 小 编号 ) 的 
约束 力 系 〈 约 束 力 和 约束 力矩 ) 在 局 部 系 C;x’y'z 中 的 非 零 分 量 组 
成 约束 子 阵 { 居 /} ， 显 然 它 的 元 素数 日 小 于 或 等 于 6 。 按 约束 编 号 顺 

序 将 各 约束 子 阵 排列 ,组 成 未 知 约束 列 阵 {六 } , 即 
: : {X}= (XT, XY, , XL)T (2.26) 
设 {了 XX} 的 元 素数 为 ,由 于 是 静 定 系统 ,所 以 <67 。 

(7) 组 成 系统 的 总 约束 系数 矩阵 [4]; 

了?) 构造 约束 系数 子 阵 [4 ];(7 = 1,2,…, 21)。 

因 约 束 子 阵 { 和 中 没有 零 元 素 ， 故 在 (2.24) 式 最 右边 的 列 阵 
{KF,} 。 (Rs’, Ry’, R,', M »', M,, M,')™ 中 划 去 零 元 素 后 即 为 {X,} 9 

落 列 阵 {Ry} 的 第 1( <6) 个 元 素 为 零 ， 则 (2.24) 式 中 矩阵 [S]; 的 第 
! 列 元 素 在 运算 中 将 不 起 作用 。 这 样 我 们 可 把 [9] 中 对 应 于 {Ry} 的 零 
元 素 的 列 全 部 删 去 ， 从 而 得 到 -一 个 缩减 了 的 矩阵 , 记 作 [7Z]，， 它 有 6 
, 行 , 而 列 数 与 { 和 )} 相同 。[Z ] 的 作用 是 将 第 7 个 约束 力 系 在 局 部 系 
CixX'y'z' 中 的 非 零 分 量 构成 的 约束 子 阵 {了 X;} A 我 
们 称 [7 ]; 为 约束 系数 子 阵 。 四 

ii) 将 [ZJ 在 整体 系 中 总 装 ,形成 总 约束 系数 矩阵 [4] 。 

前 已 指出 , 当 刚 体系 平衡 时 ,每 个 刚体 也 都 平衡 。 

对 第 i 个 刚体 (i= 1,2,… ,hn) ,其 载荷 子 阵 是 {B,} ， 而 该 刚体 上 
可 作用 有 好 几 个 约束 ， 设 其 最 小 编号 为 ; ， 其 相应 的 约束 系数 子 阵 为 
[TJ; , 现 将 其 记 作 [4w], 并 作为 总 系数 阵 [4] 的 分 块 子 矩 阵 。 对 其 余 
的 约束 ,同样 可 有 相应 的 分 块 子 阵 编号 ,如 果 某 个 约束 7 同时 作用 于 两 

个 相 邻 的 刚体 , 则 根据 作用 力 和 反作用 力 定律 ,规定 在 较 小 编号 的 刚体 
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位 置 上 安放 [7]; ,而 在 较 大 编号 的 刚体 位 置 上 则 要 放 - [T],。 于 是 将 

名 个 [和 4,,]“ 对 号 入 座 ” 装 配 到 相应 的 位 置 上 ,并 将 空位 上 全 用 0 填补 ， 

这 样 就 得 到 了 总 约束 系数 矩阵 [4] , 它 是 6%xk 阶 的 ,其 中 k 和 <6 1, 即 
A 和 | 

A=| 3 (2.27) 


SA 

(8) 求解 平衡 方程 。 

根据 (2.17) 式 、(2.26) 式 和 (2.27) 式 ， 就 得 到 矩阵 形式 的 平衡 
方程 (2.16), 即 

[4]{X4}= -{B} 

然后 由 电子 计算 机 即 可 解 出 全 部 未 知 约束 反 力 。 

3。 平面 力 系 的 相应 公式 

设 第 i 个 刚体 在 平面 力 系 作用 下 平衡 ， 其 上 作用 有 7 个 约束 。 今 
将 力 系 所 在 的 平面 取 作 整体 坐标 系 的 Ox?y 平面 ， 也 即 局 部 坐标 系 的 
Cyx’y’ 平面 > 则 

载荷 子 阵 {B,} 只 有 3 个 元 素 , 即 


X, -9 
{BJ}=|Y. | (2.17”) 
L,, 3x1 
局 部 系 与 整体 系 间 的 转换 矩阵 [P]; 是 2x 2 阶 的 ， 设 约束 所 在 处 
点 《5; 的 整体 坐标 为 OC;= Xoi+ y7 ， 则 相应 的 反对 称 矩 阵 [C]; 将 简 
化 为 行 矩 阵 , 即 


[L];=( 一 JJ。 Xo)ixs (2.22’) 
约束 转换 子 阵 [9]; 成 为 
EP; : [0] 
esl | i : se | (2,.25’) 
(— ey 人 1 3SXxS3 


其 余 的 计算 均 与 空间 力 系 的 情况 相同 。 
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例 2.10 图 1-254 为 曲柄 冲床 的 简 图 , 它 由 轮 CO , 连 村 4B 和 冲 
头 B 组 成 。4、B 两 处 为 匀 接 ,已 知 O4=R,4B=i1。 和 忽略 摩 擦 和 物 
体 的 自重 , 设 当 OA 在 水 平 位 置 时 冲压 力 为 PP ,要求 作用 在 0O 轮 上 的 
力 偶 短 及 的 大 小 ,以 及 冲 头 给 导轨 的 侧 压 力 ， 并 要 求 先 列 出 矩阵 形式 
的 平衡 方程 组 。 

[ 解 ] 本 题 是 平面 力 系 ,每 个 刚体 的 平衡 方程 是 3 个 。 

(1) 先 将 刚体 编号 , 把 冲床 看 作 由 三 个 刚体 组 成 ，I 一 一 0 轮 ， 
下 一 一 连 杆 4B ,五 一 一 冲 头 , 见 图 4 。 

(2) 再 将 约束 编号 ， 共 有 4 个 约束 ，@ 轴承 0 ， 加 贸 链 4， 
@@ 匀 链 已 ， 由 冲 头 的 导轨 ,上 上 述 几 个 约束 均 标 于 图 & 中 。 

(3) 建立 整体 直角 坐标 系 OQxy 。 原 点 O 就 是 O 轮 中 心 O，X 轴 
和 ? 轴 方 向 如 图 4。 

(4) 列 出 载荷 列 阵 {B83} , 系统 上 的 已 知 力 只 有 了 , 则 
z {B}=(0,0,0 : 0,0,0 : 0, — P,0)7 (1) 
《5) 列 出 约束 转换 子 矩 阵 [SJ 。 
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i) 先 列 出 局 部 系 与 整体 系 间 的 转换 阵 [P], 。 
对 于 约束 @, 取 局 部 系 Ox/y' 与 体系 Oxy 相 重合 ， 见 图 5。 设 
轴承 对 轮子 的 反 力 和 未 名 力 偶 矩 M 组 成 的 约束 力 系 为 {Ri) , 则 
1 0 和 国 
[Py=| ，，] (RD = (Rs, Rs M)?,LCY = (0,0) 
对 于 约束 @ ,了 到 Ax/y' 系 的 y 轴 与 4B 证 重 合 ， 见 图 c 。 设 连 
杆 对 4 饺 的 反 力 为 Ns ,由 


[P],=| 。 
Sln C COS C 
{R,} = (0 人 V40)7 
O04= Ri, [Cl,=(0,R) 
对 于 约 东 @, 取 Bx’y’ 系 的 y 轴 沿 4B 杆 方向 ， 如 图 d 。 设 冲 
头 对 连 杆 的 反 力 为 Ns , 则 . 


[P=| sina cosa 
{KR,} =(0,Ns,0)7T 
OB=lcosaf, [Cl],=(-lcosa,0) 
对 于 约束 四 , 取 Cx’y 系 的 % 轴 与 ox 轴 相 平行 ,如 图 e , 设 导 轨 
(宽度 为 4) 对 冲 头 的 有 反 力 为 入， 则 


[Pj.=| 1 | 


CoSw -Sina ] 


coSw -Sing | 


{R,} = (N,0,0) 
0OC- 一 -9.1+1cosa7,[C]， =(- /cosc， -过 ] 


2 
ii) 再 列 出 约束 转换 子 阵 [SJ, 。 根 据 (2.25“) 式 , 现 可 得 ， 


0: 0 coSsw 一 Snw : 0 
0 1: 0 | sing cosa : 0 
4 [ol= : LS], 3 : 

\o 0: 1 2 a Reosa : 1 


(2) 


| cosa -sina 


SD 
i 


sina CoSa 


“lcosa lcosasina: 1 
0 1 :0 

[SJ : 
-lcosa 多 : 1 

2 : 


(6) 写 出 未 知 约 束 列 阵 六 为 
: {X}=(R,, R,, M,N Ns N)T : (3) 
(7) 列 出 约束 系数 阵 的 子 抉 A 。 
现 有 三 个 刚体 (i= 1,2,3), 四 个 约束 (7 = 1,2,3,4)， 其 中 约束 
Q 吕 作用 于 刚体 工 ;约束 @@ 作用 于 刚体 TI 和 II ,约束 @ 作用 于 刚体 工 和 
政 ， 约 束 @ 作用 于 刚体 卫 。 所 以 有 


1 0 0 
4=[I]=[s]i= [ 1. | 


0 0 1 


一 SInw 
4,,= | COSw | 


Reosa 
A,, = 和 [7 ]， 


- Sina : 
A,,= Ty-| cosa (4) 


lcosasina 
A,,= PE [7 ]， 


1 
4,, 人 [7 ,= | 0 | 
| -lcogsa 
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(8) 列 出 矩阵 平衡 方程 


AX=-B 
即 为 
0 0 -- SING 
I 1 0 COS C 0 0 
0 1 Rceosa 
Sin w — SINa 
I 0 : 一 coSa : cosa z : 0 
:~ Reosa : lcosa Saa : 
| : sina ; 1 
焉 [ 0 : 0 : ~ Cosa 。 0 
: : -Lcosa Sinw ; 一 cosea 
中 © ly 由 
| 
rE i 
nM a 
0 (5) 
Na4 
IN 0 
N +P 
6x1 、10 98x1 


由 上 式 可 得 到 9 个 平衡 方程 式 , 但 考虑 到 刚体 I (4B 杆 ) 是 二 力 - 
杆 , 只 需 - -个 平衡 方程 ,而 刚体 五 ( 冲 头 ) 是 汇 交 力 系 ， 内需 两 个 平衡 方 
程 , 所 以 可 在 [4] 阵 和 {B} 阵 中 各 划 去 第 5、6、9 三 行 , 则 得 六 阶 的 矩 
阵 平 突 方程 为 
。 99 。 


I 区 0 COS C 0 0 
0 民 cos aw 
了 |0 0 0 Sin w 一 SInwCw 0 
TL 0 0 0 0 SING : 1 | 
0 0 0 0 一 COSCQ 0 
(D 多) (3 @ 
R,. 0 
| ) 
I Se 0 | 
IM.|0 | 
a et a (8) 
| 


《9) 方程 的 解 如 下 ， 

MM = 了 kK (O 轮 上 的 力 偶 矩 ) 

N= Ptg a (导轨 对 冲 头 的 压力 ) 

N44= -了 /cosa ( 连 杆 对 轮子 作用 力 , 受 推 ) 
ANNs= -PP/cosa ( 冲 头 对 连 杆 作用 力 , 受 压 ) 
K,= -Ptga,R,= 了 了 (轴承 对 轮子 的 作用 力 )》 


| 


2=1 已 知 空 间 三 个 力 ( 大 小 不 为 零 ) 对 任 一 点 的 主 矩 等 于 零 。 证 
明 ， 这 三 个 力 的 作用 线 在 同一 平面 内 (提示: 在 三 力 的 作用 线 上 分 别 
取 不 在 一 直线 上 的 三 点 , 先 证 明 三 力 与 此 三 点 决定 的 平面 共 面 )。 由 此 
证 明 , 三 力 平衡 的 一 个 必要 条 件 是 三 作用 线 共 面 。 

222 作 下 列 指定 物体 的 受 力图 。 物 体重 量 除 图 上 已 注 明 者 外 , 均 
略 去 不 计 。 假 定 接 的 处 都 是 光滑 的 ,系统 处 于 平衡 状态 。 
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伏 AB 
(ab (1 出 酝 4B (6) 傣 


a , 


(7) 洪 4C,CD 及 联合 乐 整体 (8 人 字 梯 吾 体 4C 及 BC 


;从 a-3 加 


2-3 ”分析 下 列 物 体 体系 中 每 个 物体 的 受 力 图 ,假定 所 有 接触 面 都 
是 光滑 的 ， 其中 没有 面 上 重力 天 的 物体 都 不 计 重 量 。 


(al 
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题 2-3 图 


2-4 ”图 示 为 三 匀 拱 的 示意 图 ， 拱 由 4C ,BC 两 部 分 用 铵 钾 《 连 
接 ,并 用 匀 链 和 4 与 B 固定 于 支 座 上 的 建筑 物 ( 如 拱门 ,拱桥 )。 如 图 , 今 
设 拱 上 作用 有 力 P 和 @, 不 计 拱 的 自重 , 求 4,B 处 的 约束 力 以 及 C 处 
ee Ss 


题 2-4 图 
2-5 在 铝 垂 雯 与 固定 圆柱 问 斜 放 一 长 为 27 的 均 质 村 4 巨 (如 
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图 ), 设 食 柱 半径 为 怀 ， 贺 心 O 到 墙 面 的 得 离 为 & 。 求 证 4B 杆 平衡 
时 , 杆 的 水 平 夹 角 9 满足 1cos*9+ 不 sin0 -5=0， 假定 一 切 接 触 都 是 
光滑 的 。 

2-6 均匀 杆 4B ,长 为 27 , 重 为 WW ， 将 其 两 端 用 长 为 ! 的 两 平 
行 强 挂 起 , 暴 挂 点 C.D 之 间 的 距离 也 为 2+ 。 如 在 杆 上 作用 一 水 平面 
中 的 力 偶 ( 矩 为 过) 使 杆 保 持平 衡 , 求 志和 杆 转 过 的 角度 6 之 间 的 关系 。 

2-7 重 为 W 的 均 质 圆柱 由 长 为 ! 的 绳子 OC 悬挂 于 OO 点 , 重 为 
PP 的 物 块 也 由 绳子 挂 于 O 点 。 试 求 系统 平衡 时 ( 见 图 ) OC 与 竖 直 线 
的 夹 角 wg 。 假 定 一 切 接触 都 是 光滑 的 。 


题 3-8 图 
2=8 试用 节点 法 求 图 示 布 架 各 杜 的 内 力 ， 载 荷 及 尺寸 均 如 图 所 


2-9 ”如 图 , 注 辟 圆柱 形容 器 的 半径 为 4 ,内 压强 为 p。 求 单 位 长 
度 圆 柱 壁 受到 的 箱 向 拉力 个 。 
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2-10 ” 试 作出 下 列 各 平衡 物体 的 受 力图 (包括 摩擦 力 )。 
(1) 见 图 4 ,在 上 、 下 两 段 支柱 闻 打 入 一 横 块 ， 棉 块 与 支柱 闻 的 摩 
探 系 数 为 4 ,要 防止 模块 滑 出 , 且 不 计 模 块 自重 。 


*。104。 


(2) 见 图 5 ， 重 为 W 的 直 杆 4B 放 在 相互 垂直 的 两 平板 之 间 ， 
杆 与 平板 之 间 有 摩擦。 

(3) 见 图 c ， 小 方 亿 4 放 在 倾角 为 a 的 粗糙 斜面 上 ， 摩 氛 系 数 
4=tge, 且 e<a ,方块 4 由 一 线 系 于 作画 上 的 固定 点 0 。 

(4) 见 图 d ,汽车 ( 重 为 全) 在 倾角 为 & 的 倾斜 面 上 匀速 行驶 , 轮 
子 和 路 面 间 的 静摩擦 系数 和 动 摩擦 系数 分 别 为 如 和 pa ， 设 轮子 不 打 
滑 ,后 轮 是 驱动 轮 。 又 如 汽车 不 开动 , 而 用 平行 于 路 面 的 力 F 往 上 拉 ， 
受 力 图 又 将 如 何 ? 

2-11 如 图 ,三 个 完全 相同 的 均 质 圆柱 益 置 于 水 平面 上 ,三 个 圆柱 
的 轴线 相互 平行 ， 设 圆柱 之 间 及 圆柱 与 水 平面 间 的 摩擦 系数 均 为 4 。 
求 平衡 时 的 最 小 摩擦 系数 。 


题 2-11 图 题 2-12 图 


2-12” 巧 璧 架 的 端 部 4 和 C 处 有 一 套 环 ， 活 套 在 馈 秋 的 圆柱 上 可 
以 上 下 移动 。 如 在 4B 上 作用 铝 垂 力 P , 当 娘 了 离开 圆柱 较 远 时 , 架 
将 被 圆柱 上 的 摩 扎 力 卡 住 而 不 能 移动 。 设 套 环 与 圆柱 间 的 摩 氛 角 并 为 
e, 不 计 架 重 , 求 架 不 致 被 卡 住 时 , 力 瑟 离开 圆柱 的 最 大 距离 x 。 

2-13 ”一 均 持 链条 放 在 半径 为 y 的 固定 圆柱 上 ， 其 所 在 的 竖 直 平 
面 与 圆柱 轴 重 直 。 设 链条 的 4 端 恰 位 于 水 平 直 色 处 (图 示 ) , 另 一 端 B 
的 下 垂 长 度 为 有 ,链条 与 圆柱 间 的 摩擦 系数 为 x 。 求 平衡 时 链条 下 季 
长 度 有 的 最 大 值 。 
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题 2-13 图 题 2-14 图 


2-14 ”汽车 的 重量 WV= 14KN ,重心 在 G 点 ,轮子 半 色 += 30cm。 
合 阶 商 有 h= 12cm ,图 中 /= 80cm ,汽车 由 静止 起 动 , 不 计 轮 轴 的 粗细 。 
(1) 欲 使 前 轮 息 上 人 台阶 ,发 动机 给 予 后 轮 的 扭矩 应 多 大 ? 
(2) 后 轮胎 与 地 面 之 闻 的 静摩擦 系数 4 至 少 为 多 大 时 ， 后 轮 才 不 
打滑 ? : 
2-15 均 质 长 方形 薄板 重 @= 20 kg , 用 球 匀 链 4 和 柱 铵 链 万 国 
定 在 墙 上 (B 贸 沿 3 方向 不 受 力 ), 并 用 绳子 CE 拉 住 使 其 维持 在 水 平 
位 置 。 强 子 CE 缚 在 薄板 上 的 C 点 并 挂 在 钉子 上， 钉子 钉 入 墙 内 ， 


并 和 4 点 在 同一 坚 直线 上 ，ZEC4= LBAC= -下 。 求 绳 中 的 张力 


和 支 座 反 力 。 


题 2-15 图 
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第 三 章 牛顿 动力 学 


我 们 在 前 面 两 章 中 讨论 了 运动 学 和 静 力学 ， 这 一 部 分 的 其 余 四 章 
讨论 动力 学 ,也 就 是 要 分 析 力 和 运动 之 闻 的 关系 ,从 而 建立 物体 机 械 运 
动 的 普遍 规律 。 动 力学 在 科学 技术 的 各 个 部 门 (机 械 , 水 利 , 宇 宙 、 航 行 
等 等 ) 都 有 着 极其 重要 的 应 用 , 它 是 本 书 的 主要 内 容 。 

` 通 币 把 经 典 动 力学 分 为 三 个 部 分 , 即 牛顿 力学 、 拉 格 朗 日 力学 和 险 
密 顿 力学 。 

本 章 介绍 牛 转 力学 。 以 牛顿 三 大 定律 作为 基本 出 发 点 的 力学 称 为 
牛顿 力学 。 和 牛顿 力学 也 可 称 为 矢量 力学 ,因为 它 的 基本 数学 工具 是 矢 
量 。 生 顿 力学 的 主要 内 容 是 研究 质点 系 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 运动 。 许 
多 重要 的 力学 问题 ,包括 有 心力 场 的 运动 (人 造 地 球 卫星 运动 可 简化 成 
此 间 题 ), 都 可 由 牛顿 方程 完全 解 出 ,日 常生 活 领 域 中 的 大 量力 学 现象 
也 都 可 由 牛顿 理论 得 到 解释 。 


33.1 和 牛顿 理论 


和 牛顿 运动 三 定律 是 牛顿 在 1687 年 出 版 的 名 著 《 自 然 哲 学 的 数学 原 
理 》 一 书 中 提出 的 ， 它 是 动力 学 的 基础 ,现在 先 简单 叙述 这 三 条 定律 ， 
.然后 再 作 若 干 说 明 。 z 

牛顿 第 一 定律 ”相对 于 某 个 惯性 参考 系 来 说 ， 一 个 物体 (质点 ) 如 
办 不 受到 外 力 的 作用 , 它 将 保持 静止 状态 或 作 匀 速 直 线 运动 。 

牛顿 第 二 定律 ” 当 一 个 物体 受到 外 力作 用 时 ， 它 的 加 速度 的 大 小 
和 和 所 受 合力 的 大 小 成 正比 ,而 和 物体 本 身 的 质量 成 反比 ,加 速度 的 方向 
则 和 所 受 合力 的 方向 相同 。 第 二 定律 是 牛顿 理论 的 精华 。 

设 质 量 为 4 的 质点 受到 % 个 力 Br,B,,…,F， 的 作用 ， 又 设 质 点 
的 加 速度 为 g， 则 在 适当 选择 单位 制 后 ， 第 二 定律 的 数学 表达 式 是 
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ma= YF.=F (3.1) 


其 中 有 是 作用 在 质点 上 的 合力 。 瑟 可 以 是 质点 位 置 7、 速 度 刀 和 时 
间 上 的 函数 , 即 
下 = 下 (72 ) 
但 要 注意 , 力 到 不 可 能 是 加 速度 @ 的 函数 。 怎 样 把 实际 问题 中 真实 力 
的 规律 用 足够 精确 的 近似 数学 式 来 表达 ， 是 我 们 要 学 会 的 技巧 之 一 。 
下 面 举 几 个 例子 。 
万 有 引力 定律 可 表示 为 
F= -Cs (3.2) 


即 在 质点 Mk, 和 MH, 之 间 的 力 正 比 于 这 两 个 质点 的 质量 的 乘积 而 反比 
于 它们 之 间距 离 7 的 平方 , 式 中 的 负 号 表示 为 引力 。 而 引力 常数 C 的 
值 为 
G=6.67x 10- ms/kg:s’ 
特别 ,对 于 地 面 上 质量 为 mx 的 物体 ,受到 的 地 心 引 力 为 
FF= -me (3.3) 
这 里 8 是 重力 加 速度 ，& = 9.8m/s? 
(3.3) 式 适 用 于 在 地 球 表 面 到 大 气 层 顶部 之 间 ( 约 200 公里 ) 任 何 - 一 处 
物体 的 地 球 引 力 ,这 时 可 以 忽略 引力 随 位 置 的 变化 。 
另 一 个 常见 的 力 是 弹性 力 , 它 服从 虎 克 定律 ,可 表示 为 
F=-kx (3.4) 
其 中 避 是 弹 筑 的 侦 强 系数 , 它 与 弹簧 的 材料 和 形状 有 关 , x 是 弹 筑 由 其 
自然 长 度 算 起 的 伸 长 量 (或 压缩 量 )。 
在 大 量 的 阻尼 运动 中 摩擦 力 起 着 决定 性 的 作用 。 遂 摩擦 力 已 在 第 
二 章 中 讨论 过 。 使 物体 滑 移 运动 减速 的 动 摩擦 力 规律 为 
f= Un (3.5) 
对 于 给 定 的 一 对 表面 , 动 摩擦 系数 pw 要 小 于 静 摩 掠 系数 。 
物体 穿 过 液体 或 气体 而 运动 时 也 有 摩 氛 , 当 物 体 速 度 足 够 小 时 , 阻 
尼 力 近似 为 
。 108。 


7 了 = 一 CO (3.6) 
其 中 * 为 常数 ;而 对 于 速度 较 大 ,但 仍 属于 开 音 速 时 ， 阻 尼 力 的 规律 为 
f= -cw | (3.7) 

当 求 作用 于 螺旋 桨 推进 式 飞 机 上 的 阻力 时 就 可 用 (3.7) 式 。 跳 企 运动 
员 降 落 时 的 空气 阻力 也 是 平方 阻尼 。 

牛顿 第 三 定律 ” 当 两 个 物体 相互 作用 时 ， 作 用 力 与 反作用 力 同 时 
存在 ,同时 消失 3 它们 的 大 小 相等 .方向 相反 , 且 沿 同一 条 作用 线 ， 但 分 
别 作用 在 不 同 的 物体 上 。 必 须 指 出 当 人 
时 ， 本 定律 不 成 立 。 

为 了 深入 理解 牛顿 三 定律 的 意义 并 能 正确 应 用 这 些 定律 ， 必 须 注 
意 Da 

。 空 间 和 时 间 

人 这 个 空间 的 度量 结构 是 均 
匀 的 和 各 向 同性 的 。 所 谓 空间 是 均匀 的 , 即 当 物 体 从 一 个 区 域 移动 到 空 
闻 的 另 一 个 区 域 时 , 它 的 物理 性 质 不 变 。 例 如 一 个 冀 叉 作 平 动 时 , 它 的 
固有 频率 是 不 变 的 。 所 谓 空间 是 各 向 同性 的 ， 是 指 一 个 物体 在 空间 内 
改变 取 问 时 , 它 的 几何 性 质 和 物理 性 质 不 变 ,因此 也 称 为 旋转 不 变性 。 
例如 光速 沿 各 个 方向 均 是 相同 的 ,由 空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 可 知 , 物 
体 在 空间 中 的 位 置 和 方位 完全 是 相对 的 。 

空间 的 性 质 与 物质 和 运动 无 关 。 这 种 空间 称 为 “绝对 空间 ”。 

牛顿 力学 中 的 时 间 是 一 维 的 ,而 且 时 间 的 流逝 与 空间 的 性 质 无 关 ， 
也 与 物体 的 运动 无 关 。 这 种 时 间 称 为 “绝对 时 间 ”。 

我 们 把 具有 以 上 性 质 的 空间 和 时 间 称 为 伽利略 时 空 结构 。 

牛顿 力学 认为 质量 是 物体 的 固有 性 质 ， 它 与 物体 的 运动 和 时 间 都 
无 关 。 质量 是 物体 相对 于 惯性 系 保持 均匀 运动 趋势 的 度量 。 

2。 惯 性 参考 系 和 伽利略 相对 性 原理 

在 第 二 定律 ((3.1) 式 ) 中 包含 有 运动 学 量 一 一 加 速度 @ , 它 是 相对 
于 什么 参考 系 来 计算 的 呢 ? 在 第 一 章 运 动 学 中 我 们 说 过 ,参考 系 可 根据 
解 题 的 方便 任意 选取 。 但 在 动力 学 中 ,第 二 定律 并 不 是 对 一 切 人 参考 系 都 
成 立 。 实 际 上 ,牛顿 第 一 .第 二 定律 只 在 贯 性 参考 系 中 才 成 立 。 我 们 把 
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牛顿 定律 不 成 立 的 参考 系 称 为 非 惯 性 (人 参考 ) 系 。 

伽利略 相对 性 原理 指明 了 惯性 系 的 两 个 重要 性 质 。 

(1) 存在 无 限 多 个 惯性 系 ,它们 相互 间作 均 速 直线 运动 。 

(2) 在 所 有 了 瞬时 ,全 部 力学 规律 对 一 切 惯 性 系 都 是 相同 的 。 

人 
“绝对 ”惯性 系 )。 

现在 要 问 ， 怎样 来 判断 一个 给 定 的 参考 系 是 否 是 惯性 系 呢 ? 如 时 
我 们 能 够 知道 作用 在 某 物体 上 的 力 是 盏 ,而 且 能 够 找到 一 个 参考 系 ， 
在 其 中 观察 到 物体 的 加 速度 满足 (3.1) 式 ， 那 么 这 个 参考 系 就 是 惯性 
系 。 所 以 严格 说 来 ,判定 一 个 参考 系 是 否 是 惯性 系 ,就 取决 于 能 以 多 大 
的 精度 去 测 出 这 个 参考 系 的 微小 的 加 速度 效应 。 但 在 实际 上 ,. 如 果 对 
某 个 参考 系 中 的 一 个 不 受 任何 力 和 约束 作用 的 物体 ， 没 有 观察 到 加 速 
度 , 那 就 认为 它 是 一 个 惯性 系 。 例 如 ,实验 表明 ， 当 讨论 物体 在 地 面 附 
近 运 动 时 ,对 于 一 般 工 程 问题 ,地 球 是 一 个 近似 程度 相当 好 的 惯性 系 ， 
牛顿 就 是 在 地 球 上 发 现 了 自然 界 的 真实 定律 ! 但 在 精度 要 求 很 高 的 问 
题 中 (例如 人 造 卫 星 的 运行 轨道 ) ,必须 考虑 地 球 自转 的 影响 (赤道 上 任 
一 点 的 加 速度 是 3.4cm/s*， 且 指向 地 心 )， 这 时 就 要 把 地 心平 动 系 作 
为 惯性 系 了 。 但 地 心平 动 系 还 绕 着 太阳 公转 (公转 时 地 心 的 加 速度 是 
0.6cm/s), 因此 太阳 参考 系 (以 太阳 为 中 心 ,三 根 轴 指向 三 个 恒星 ) 是 
个 精度 极 高 的 惯性 系 (太阳 绕 银 河 系 中 心 转动 的 加 速度 大 约 是 3x 
10- cmys: 的 数量 级 ,完全 可 以 略 去 不 计 )。 Sh 当 不 作 特别 说 
明 时 ， 均 以 地 球 参 考 系 为 惯性 系 。 z 

时 和 牛顿 第 三 定律 不 从 在 性 系 下 在 非 避 性 系 中 都 是 成 立 
的 。 

3。 牛顿 定律 的 适用 范围 

牛顿 定律 的 应 用 在 两 方面 受到 限制 。 首先 是 物体 的 运动 速度 不 能 
太 大 , 即 要 远 远 小 于 光速 cCC= 3x 10!cmy/s) ， 否 则 就 要 应 用 相对 论 力 
学 。 其 次 是 物体 不 能 太 小 ， 即 牛顿 力学 只 适用 于 宏观 物体 。 例 如 对 于 
原子 和 基本 粒子 的 研究 就 不 能 用 牛顿 力学 而 要 用 到 量子 力学 了 。 但 对 
于 通常 的 工程 技术 问题 ,牛顿 定律 是 完全 适用 的 。 
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4， 和 牛顿 力学 的 确定 性 和 深 油 现象 。 
根据 第 一 章 质 点 运动 学 公式 ， 加 速度 = 9 对 ， 式 中 了 是 质点 的 


矢 径 , 则 (3.1) 式 可 写成 

d 2 全 
df? 
(3.2) 式 称 为 质点 动力 学 方程 ,或 称 质点 运动 微分 方程 。 它 是 二 阶 常 微 
分 方程 , 若 给 定 力 即 已 知 函数 玉 , 则 由 解 的 存在 和 唯一 性 定理 ,由 物体 
的 初始 状态 ， 即 初 位 置 7(t。) 和 初速 度 9(t。) 就 可 唯一 地 确定 运动 规 
律 7?=7(t)。 这 就 称 为 牛顿 的 确定 性 原理 ， 它 对 于 质点 系 同样 成 立 。 
自 1687 年 牛顿 力学 建立 以 来 已 有 三 百年 ， 人 们 总 把 和 牛顿 力学 与 “确定 
论 " 相 联系 ,还 把 它 与 哲学 上 的 机 械 论 相 联 系 。 近 年 来 对 某 些 非 线 性 动 
力学 系统 ,例如 洛 仑 获 (Lorenz) 方 程 


mr = FP,r,r) (3.8) 


X= —10X+10y 
y= 28%Y 一 人 一 X%2 
SE 


3 


以 及 著名 的 卡 刀 (KAM) 定 理 * 的 研究 表明 ,有 的 解 对 初始 状态 的 依赖 性 
特别 “敏感 ", 即 初始 状态 的 微小 扰动 能 使 系统 发 生 很 大 的 变化 ,因而 从 
物理 上 看, 得 到 的 解 似乎 是 随机 的 ,这 说 明 在 确定 性 的 系统 内 存在 着 内 
在 的 随机 性 ,研究 这 一 理论 的 新 兴 分 支 称 为 浑 沌 (chaos)。 浑 沌 理论 指 
出 ， 由 牛顿 运动 微分 方程 所 确定 的 解 的 大 部 分 带 有 随机 性 。 确 定 和 随 
机 ，, 非 此 即 彼 的 传统 观念 被 浑 沌 理论 的 出 现 冲破 了 (参阅 文献 [2])， 在 
经 典 的 牛顿 力学 中 同样 存在 “不 可 预测 性 ”。 

下 面 来 举例 说 明和 牛 顿 定律 的 应 用 。 

例 3.1 一 群 质点 在 有 心力 作用 下 运动 ， 引 力 中 心 为 0, 力 的 大 
小 与 质点 到 O 点 的 距离 成 正比 。 初 始 时 , 所 有 质点 分 布 在 一 个 圆周 上 


*” 卡 姆 (KAM) 定 理 ,是 三 位 落 名 数学 家 (Kolmogorov，Arnaold 和 Moser) 第 一 个 字母 的 
合 称 。KAM 定理 是 他 们 在 六 十 年 代 初 完成 的 。 该 定理 对 近乎 可 积 的 哈密 顿 系统 的 解 
的 性 质 . 给 出 了 重要 的 结论 。 参 阅 文献 [3] , [7]。 
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(其 圆心 为 OQ, 半径 为 忆 ) ,每 个 质点 初速 度 的 方向 都 指向 该 圆周 上 某 固 
定点 卫 , 而 各 点 初速 度 的 大 小 与 该 点 到 了 点 的 距离 成 正比 。 求 证 :在 任 
何 时 刻 ,所 有 质点 均 位 于 某 个 圆周 上 。 

【明证 】 本 题 中 的 质点 群 是 由 无 限 个 质点 组 成 的 ， 但 实际 上 只 要 
证 明 对 任 一 质点 ， 在 任何 瞬时 它 都 位 于 一 个 与 该 点 初始 位 置 无 关 的 贺 
周 上 就 可 以 了 ， 所 以 本 题 实际 上 是 个 质点 动 
力学 问题 。 

(1) 对 象 ， 某 一 质点 MI ， 它 作 平面 曲线 
运动 (为 什么 ?) , 现 建立 直角 系 OxXy ,以 力 心 
0 为 坐标 原点 ，Ox 轴 通 过 定点 已 ， 如 图 
3-1 所 示 。 设 任意 时 刻 上 ，M 点 的 位 置 为 
(X,Yy)。 

(2) 受 力 分 析 : 质 点 MI 只 受到 引力 吾 作 


a 用 , 玉 = -os7，o: 为 比例 常数 ,= Xi+ yj。 
(3) 运动 方程 ,由 (3.。.2) 式 得 
| 0 (1) 
y= ~ 0y 


初始 条 件 为 : 1= 0 时 
人 (0)= P(EK- Xo) 
y(0) = yo, y(0)= -By 四 (9 
其 中 加 + 入 = KR?，B 是 比例 常数 ,p> 0。 
由 (1)、《2) 两 式 即 可 解 得 4 点 的 运动 规律 为 


加 Xo CoS ot + RE 0) si ot 


《3 
en R 玫 
消去 x。 和 ,得 
(4— BR sin otf) 十 入 = R2( COS of - -sin ob) (4) 
这 是 一 个 圆周 方程 , 它 与 MM 点 的 初始 位 置 无 关 。 证 毕 


(4) 讨论 :者 从 (3) 式 中 消去 妃 则 每 个 质点 的 轨迹 是 一 椭圆 ， 其 方 
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程 为 ， 
1 R-7X, \: BB 
Rr- (x + 人 y) + R28 (x- > y) = (5) 
例 3.2 第 三 宇宙 速度 。 从 地 球 上 发 射 一 能 飞 离 太阳 系 的 宇 罕 飞 
船 ， 该 飞船 相对 于 地 球 的 最 小 速度 应 为 多 大 ? 这 个 速度 就 称 为 第 三 字 
宙 速 度 ， 记 作 2s。 
【 解 】 建立 太 提 参考 系 和 地 球 参 考 系 。 设 地 球 绕 太阳 公转 〈 作 平 
动 ) 的 速度 为 ww， 飞 船 相 对 于 太阳 的 最 小 发 射 速度 为 mw， 即 有 
要 飞 离 太阳 系 公转 ( 平 动 ) 
| 最 小 初速 Vs y | Ve y 
飞船 ( 动 点 ) 地 球 ( 动 系 ) 太阳 ( 定 系 ) 
| 最 小 初速 Vo 人 
飞 离 太 阳 系 
(1) 在 太阳 参考 系 中 ， 地 球 的 公转 轨道 是 近似 的 贺 周 ， 其 半 各 为 
po=1.49Xx10km， 所 以 地 球 绕 太阳 公转 的 速度 we 由 下 式 决 定 : 
MY = ML 
pe pe 
其 中 MM 是 地 球 质量 ，4, 是 太阳 引力 常数 ，4,= 1.732 x 10ukms/s’， 
解 得 


Vy, = VY- = 29.793km/s (1) 


现 先 设想 , 当 从 地 球 公转 轨道 上 发 射 飞船 时 , 若 要 使 飞船 脱离 太阴 
系 ， 则 其 最 小 初速 w 应 为 多 大 呢 ? 现 飞船 在 太阳 引力 下 运动 ,由 机 械 
能 守恒 定律 得 
m0 ~ MA = 上 (2) 
其 中 mx 是 飞船 质量 ,2 是 飞船 对 太阳 的 速度 ，7 是 飞船 离 太阳 中 心 的 
距离 。 现 将 飞船 发 射 时 刻 和 飞船 脱离 时 刻 的 wy 代入 (2) 式 ， 得 


-MO3 — mts = 
2 pe 
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则 =w 2 V=42.13kmy/s 《3) 

(2) 实际 上 ,飞船 是 从 地 球 上 发 射 的 , 因 些 要 考虑 地 球 引力 。 上 面 

已 经 求 出 , 当 飞 船 脱离 地 球 引力 后 , 它 相对 于 太阳 的 速度 至 少 要 2 才能 

飞 离 太 阳 系 ,根据 ,对 速度 公式 ,这 时 飞船 相对 于 油 球 的 速度 是 me ze 

(假设 飞船 发 射 方 册 与 地 球 公转 速度 的 方向 相同 ) ,在 地 球 参考 系 中 , 根 

据 机 械 能 守恒 定律 ,将 飞船 发 射 时 刻 和 脱离 地 球 引力 时 刻 的 量 代入 ,得 
1 


mm 1 
-众多 -= MV Ve) +0 


其 中 天 是 地 球 半 径 ，4 是 地 球 引 力 常 数 , 于 是 解 得 

vs = 16。.65 二 16。7kmy/s (4) 
这 就 是 第 三 宇宙 速度 。 美 国 于 1977 年 秋 发 射 的 * 旅 行者 -1” 号 和 “旅行 
者 -2” 号 飞船 都 将 飞 离 太阳 系 ,其 飞船 轨迹 可 见 图 3-2 。* 旅行 者 -1” 号 
飞船 完成 了 飞 往 木星 和 土星 的 使 命 ， 已 经 飞 离 太阳 系 。“ 旅 行者 -2” 号 
正在 飞 向 天 王 星 ， 还 将 “访问 ”冥王星 ,然后 飞 离 太阳 系 , 道 游 太 空 。“ 旅 
行者 一 2” 号 飞船 利用 了 飞 近 木星 时 的 巨大 引 力 使 飞船 加 速 , 近 似 计算 
表明 ， 采 用 这 种 加 速 式 的 轨道 ， 使 飞 到 天 王 星 的 时 间 由 16 年 减少 到 
大 约 5 年 。 
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S83.2 基本 和 概 仿 


实际 物体 不 一 定 都 可 简化 为 质点 ,有 时 系统 本 身 是 个 物体 系 ,这 时 
不 要 讨论 刚体 或 更 一 般 的 质点 系 的 动力 学 问题 。 

凡 由 有 限 或 无 限 个 相互 联系 的 质点 所 组 成 的 系统 称 为 质点 系 。 蛛 
别 上 说 ,要 求解 质点 系 动力 学 问题 ,只 要 对 质点 系 中 的 每 一 个 质点 分 别 
列 出 牛顿 运动 微分 方程 ,然后 解 此 微分 方程 组 ,就 可 以 得 到 每 个 质点 的 
运动 规律 ,整个 质点 系 的 动力 学 问题 也 就 彻底 解决 了 。 但 这 在 实际 上 是 
行 不 通 的 ， 也 是 不 必要 的 。 首 先 ， 质 点 系 中 所 有 其 他 质点 对 某 个 质点 
的 作用 力 通 常 是 未 知 的 ,而 且 表 达 式 又 非常 复杂 (依赖 于 各 点 的 位 置 和 
运动 状态 ), 因 此 不 易 写 出 每 个 质点 的 微分 方程 ;其 次 ,质点 系 中 质点 的 
数目 可 能 非常 大 其 至 是 无 限 的 (例如 刚体 或 某 部 分 液体 );， 这 样 多 又 复 
杂 的 联 立 微分 方程 组 是 难以 求解 的 ;第 三 ,大 多 数 情 况 下 ,我 们 并 不 需 
要 了 解 每 个 质点 的 具体 运动 情况 ， 而 上 只 要 知道 某 些 整体 运动 的 特征 。 
例如 ,在 开山 填 沟 的 定向 爆破 问题 中 ,我 们 不 必 知 道 每 个 石 块 抛 落 的 地 
方 , 而 只 要 知道 其 质心 的 运动 轨迹 ,就 可 知道 大 部 分 石 块 将 落 于 何 处 。 

为 了 描述 质点 系 动 力学 问题 ， 常 要 用 到 几 个 整体 物理 量 , 如 动量 、 
动量 矩 、 功 和 能 量 以 及 三 个 相应 的 定理 , 动量 定理 、 动 量 矩 定理 和 动 
能 定理 。 由 于 这 三 个 定理 对 于 刚体 、 弹 性 变形 体 、 流 体 等 一 切 质点 系 都 
是 普遍 成 立 的 ,因此 统称 为 质点 系 普遍 定理 。 它 们 就 是 牛顿 定律 对 质点 
系 的 推广 。 

在 介绍 普遍 定理 之 前 , 先 介 绍 一 些 基 本 概念 。 

1。 内 力 和 外 力 

对 于 质点 系 中 的 每 个 质点 。 可 把 作用 在 它 上 面 的 全 部 力 分 为 内 力 
和 外 力 两 类 。 质 点 系 中 各 质点 间 的 相互 作用 力 , 称 为 内 力 ; 质 点 系 以 外 
的 物体 对 质点 系 内 质点 的 作用 力 ， 称 为 外 力 。 外 力 和 内 力 的 区 分 完全 
取决 于 质点 系 范围 的 划 定 。 不 受 任何 外 力作 用 的 质点 系 称 为 孤立 质点 
系 ( 也 称 为 封闭 系统 ), 太 阳 系 就 是 近似 的 孤立 质点 系 。 
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2. 动量 及 其 计算 

动量 是 描述 质点 系 平 动 性 质 的 物理 量 。 对 于 一 个 质点 系 ， 各 个 所 
点 的 动量 (质量 与 速度 的 乘积 ) 之 矢量 和 ， 称 为 质点 系 的 (总 ?动量 ， 记 
作 书 ; 即 


三 Sm (3.9) 


其 中 ww 是 第 ; 个 质点 相对 于 某 个 参考 系 的 速度 。 动 晤 的 量 纲 是 :[ 动 量 ] 
=[ 质 量 J[ 长 度 工时 间 ] ,在 SI 制 中 ,动量 的 常用 单位 是 kg:nmy/s 计 。 

因 Dn 由 质心 的 定义 可 得 

P= Mv (3.10) 

上 式 表示 质点 系 的 总 动量 等 于 系统 的 (总 ) 质 量 与 质心 速度 矢量 的 乘 
积 。 

由 (3.10) 式 可 以 方便 地 求 出 质点 系 的 动量 。 例 如 一 个 勾 质 圆 盘 经 
过 盘 心 C 的 固定 轴 旋 转 , 则 不 论 转 速 是 否 均 匀 , 圆 盘 的 动量 均 为 到 = 0， 

3。 动 量 矩 及 其 计算 

动量 矩 是 描述 质点 系 转动 性 质 的 物理 量 。 所 谓 质点 系 关 于 某 点 C 
的 动量 矩 ,就 是 各 个 质点 对 O 点 的 动量 矩 之 矢量 和 , 记 作 再 ,， 即 


H.,= FT,x mw) (3.11) 
显然 ,质点 系 的 动量 矩 吾 , 是 与 O 点 的 选择 有 关 的 ,QO 点 可 称 为 矩 心 。 
动量 矩 的 量 纲 是 


[动量 和 矩 ] = 上 质量 工 长 度 ] [时 间 ]J- 
在 SI 人 制 中 ,动量 矩 的 常用 单位 是 kg.m2/s 等 。 
质点 系 动 量 矩 的 计算 要 比 动量 复杂 得 多 。 下 全 
我 们 导出 刚体 绕 定 轴 转 动 时 的 动量 矩 计 算 公式 。 
设 刚 体 绕 固定 轴 Oz 转动 ,角速度 为 w= ok 
(图 3-3)， 刚 体 关于 z 轴 的 动量 官 鼠 .= 豆 。# 为 
H,= Cr x mv) :k 


=[S7, x mokxr,)]:k 


= ZIOF 人 一 (了 无 )2]70 


得 
= Om Kit Fi) 


局 + 8) = 有 (x+ 六)dm 是 刚体 关于 = 轴 的 转动 惯量 ， 记 作 


J .， 则 定 轴 转 动 的 刚体 关于 其 转轴 2 的 动量 矩 为 
H.= ,0 (3.12) 
关于 转动 惯量 的 计算 ， 主 要 是 积分 运算 。 常 见 的 几 种 均 质 物体 的 
转动 惯量 公式 见 表 3.1 。 计 算 转 动 惯量 时 常 要 用 到 平行 移 轴 定理 (或 
称 惠 更 斯 原理 ) :刚体 关于 任 一 轴 z 的 转动 惯量 J ,等 于 刚体 对 于 过 质 
心 C 的 平行 轴 的 转动 惯量 Je 加 上 刚体 的 质量 M 与 两 轴 之 间距 离 平方 
d? 的 乘积 , 即 


J:=Jo+ MAa’ (3.13) 
表 3.1 
弓 | 性 圆 盘 或 圆柱 
|: 2 
Mf 
化 
MW a i 
1 
ri 


Ja= SMR? 
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由 于 质点 系 的 动量 矩 依赖 于 乍 心 0 的 选取 ,所 以 改变 手心 时 ， 动 
量 矩 也 将 改变 。 现 取 质 点 系 的 质心 C 为 新 的 矩 心 , 则 质点 系 对 质心 C 
的 动量 矩 为 


Hs= >I(7 :XIN201) (3,14) 


其 中 9 和 2 分别 为 在 质心 平 动 系 CY' Ya 中 第 :个 质点 的 矢 径 和 速 


T= OG +T:, UV,=Vet+od (f=1,2,.. ,7) 


由 (3.11) 式 ,并 利用 5232?1=0 ,有 
H,= AT, X MD,) = SOG TY ) x mi(Ve + Vi)1 
t i 
= OG x Movs+ WF x Mv!) 
让 
H,= B+OGx Mwvo (3,15) 
4。 功 和 能 
设 力 下 作用 于 物体 上 的 基点 ,该 点 的 撩 径 为 7， 则 力 卫 对 物体 所 
作 的 元 功 为 
dW =F.dr (3.16) 
这 里 dW 表示 它 不 一 定 是 某 个 函数 的 全 微分 ,必须 注意 ,(3。16) 式 只 适 
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几 于 力 的 作用 点 始终 不 变 的 情形 。 有 内 力 的 作用 点 是 不 断 改变 的 〈 例 
如 圆 轮 在 直线 轨道 上 和 作 无 滑动 的 滚动 时 ， 轨 道 对 轮子 的 摩擦 力 了 的 
诈 用 点 就 不 是 轮子 上 的 固定 点 ) ,这 时 可 将 元 功 定义 为 
dW = F.vdt (3.17) 
其 中 ” 是 物体 上 受 力 点 的 瞬时 速度 ,显然 ,(3.17) 式 包含 了 (3,.16) 式 。 
当 力 的 作用 点 沿 任 一 曲线 4 运动 时 , 力 了 的 总 功 为 
Ws=| F:dr 
AB 


上 式 右 端 是 第 二 类 曲线 积分 。 一 般 说 来 ， Ws 与 积分 路 径 有 关 。 功 
的 量 纲 是 [ 功 ] = [质量 [长 度 2[ 时 间 ]7?。 功 的 常用 单位 是 了 ,而 且 已 知 
1] = INem。 

例 3.3 外 力 对 定 轴 转动 刚体 所 作 的 功 。 设 刚体 上 作用 有 外 力 系 
(it=1,2,… ,hn)， 其 力 的 作用 点 分 别 为 4 ,4 ,4。。 若 已 知 了 区 
体 的 蚂 时 角速度 为 o =m， 9 为 转角 ， 试 求 总 元 功 的 表达 式 。 

【 解 】 由 于 刚体 内 力作 功 之 和 为 零 ， 所 以 只 要 计算 外 力 对 刚体 所 
作 的 功 。 

设 刚 体 绕 Oz 轴 转 动 ,出 ‘(3,17) 式 ,总 元 功 为 

dW = SRF.vdt= DR,.(wxr,)dt 
= ST, x FP).wdt 
= 了 .do 
其 中 工 , 是 外 力 系 对 Oz 轴 的 和 矩 ,而 dp 是 刚体 的 角 位 移 。 
回 到 功 的 表达 式 (3.17)， 如 果 力 站 沿路 径 4B 所 作 的 功 W 与 路 
径 无 关 , 则 称 疾 是 保守 力 。 这 时 存在 单 值 的 可 微 函 数 U(x%,y,2z) ,使 
F= 一 grad 7 (3.19) 
称 U(X,y,z) 为 势能 (函数 ), 它 只 与 位 置 有 关 。 这 时 力 了 的 功 可 表示 为 
Ws=| ， Fidr=| -grad Uidr = -| dV =Us-U,; 
(3.20) 
共 中 U4 和 Us 分别 是 势能 在 怒 点 和 号 点 的 值 。(3.20) 式 表明 :保守 
力 ( 也 称 家 势力 ) 所 作 的 功 等 于 起 点 和 终点 的 势能 之 差 。 由 于 势能 函数 
是 标量 ,计算 起 来 比较 方便 。 


(3.18) 
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质点 系 的 势能 ， 就 是 每 个 质点 势能 的 总 和 。 几 种 和 常见 的 保守 力 场 
的 势能 函数 如 下 : 

(1》 重力 场 。 取 Oxy 为 零 势 能 面 (垂直 于 重力 ), 则 质点 系 的 重力 
势能 为 
U=Mg2zc 
其 中 MM 是 物体 系 的 总 质量 ，2z6 是 物体 系 的 质心 的 高 度 坐标 。 

(2) 万 有 引力 场 。 取 无 穷 远 处 的 势能 为 零 , 则 

RE 
7 


其 中 7 为 引力 常数 ，m 为 质点 的 质量 ,而 7 是 质点 到 固定 引力 中 心 的 
距离 。 

(3) 弹性 力 场 。 设 弹簧 的 倡 强 系数 为 尺 ， 取 弹簧 原 长 〈 自 然 长 度 ) 
时 的 势能 为 零 , 当 弹簧 较 原 长 的 伸 长 量 或 压缩 量 为 4 时 ,有 


-Ek , 
Ch 


可 见 弹 性 势能 总 是 正 的 。 

动能 ”动能 也 是 物体 作 功 能 力 的 一 种 度量 , 它 是 个 标量 ,而 且 永 远 
是 正 值 , 它 的 量 纲 和 功 相 同 。 

质点 系 的 动能 是 各 个 质点 的 动能 之 和 ， 即 


Ti 2 mw? (3.21) 
i=l 


其 中 fm, 和 5, 分 别 是 第 ?个 (1=1,2,… ,14) 质 点 的 质量 和 速度 。 
动能 的 计算 是 十 分 重要 的 ， 特 别 在 拉 氏 力学 中 更 是 必 不 可 少 的 。 
因此 ， 我 们 要 能 熟练 地 写 出 系统 动能 的 正确 表达 式 。 在 计算 质点 系 动 
能 时 ,常用 到 下 述 定理 ， 
害 尼 和 希 定理 质点 系 的 动能 等 于 系统 的 质量 全 部 集中 在 质心 时 质 
心 的 动能 ,加 上 相对 于 质心 平 动 系 的 动能 。 即 
全 一 >M 22 十 Em (3.22) 


其 中 Vs 是 质心 的 速度 ，v: 是 质点 相对 于 质心 平 动 系 的 速度 。 
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所 以 


VI = V3 +200:0’ + D2 
质点 系 的 动能 为 
T= 1 ym 


1 Bvt Em vo+ 4 Emiwe 


因为 mv;= 0 (为什么? )， 而 -miv? 就 是 质点 系 相 对 于 质心 平 
动 系 的 动能 。 令 M = wo 为 总 质量 , 即 得 (3.22) 式 。 “证 毕 
根据 动能 的 定义 和 寇 尼 希 定理 容易 算得 刚体 的 动能 公式 如 下 ， 
(1I) 刚体 作 平 动 时 
T= Mv (3.23) 


其 中 M 是 刚体 的 总 质量 ,2 是 刚体 上 任 一 点 的 速度 。 
(2) 刚体 以 角速度 o 绕 固定 轴 z 转动 时 


T= J (3.24) 
其 中 / .是 刚体 关于 z 轴 的 转动 惯量 。 
(3) 刚体 作 平 面 平行 运动 时 
T- 1 Mo + Jom (3.28) 


其 中 M 是 总 质量 ，V6 是 质心 速度 ,而 J 是 刚体 关于 通过 质心 C 并 与 
运动 平面 相 垂直 的 轴 的 转动 惯量 。 

关于 刚体 作 定点 运动 时 的 动能 公式 将 在 第 五 章 中 导出 。 

例 3.4 设 坦克 以 速度 9 沿 直线 前 进 , 试 求 履带 及 两 轮 ( 如 图 3-5) 
的 动能 , 设 履带 是 均 质 的 , 重 为 2 而 两 个 轮子 均 可 看 作 灶 径 为 下、 重 
为 @/2 的 均 质 圆 盘 。 
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图 3-5 


【 解 】 取 质 点 系 包括 一 条 履带 和 两 个 轮子 ,由 (3,25) 式 ,可 分 别 ; 
得 每 个 轮子 的 动能 为 


履带 不 是 刚体 ,将 其 作为 一 个 质点 系 , 可 直接 用 完 尼 着 定 理 ， 因 为 由 恨 
带 的 质心 平 动 系 看 来 ,履带 各 点 的 速率 均 为 2, 所 以 由 (3.22) 式 得 民 带 
的 动能 为 


i 
2 


则 总 动能 为 


es 3Q+4W ,2 
1 2 4 Cr 


$3.3 质点 系 动 力学 普遍 定理 


这 一 节 里 ,我 们 要 把 牛顿 动力 学 方程 推广 到 质点 系 ,并 导出 三 个 省 
遍 定 理 。 这 些 定理 不 仅 是 数学 运算 的 推论 ,而 且 具 有 独立 的 物理 意义 ， 
有 些 定 理 本 来 就 是 从 实践 中 归纳 出 来 的 ， 是 描述 某 些 运动 规律 的 力学 
定律 。 由 于 普遍 定理 是 从 牛顿 第 二 定律 导出 的 ， 所 以 它们 部 只 在 惯性 
参考 系 中 成 立 。 
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T1。 动 量 定 理 和 质心 运动 定理 
为 了 把 牛顿 定律 推广 到 质点 系 ( 设 共有 2 个 质点 组 成 ) ， 先 对 系统 
中 的 每 个 质点 1 都 列 出 其 动力 学 方程 


m0) 


和 1 
ji 


其 中 五 2 是 作用 在 第 i 个 质点 上 的 外 力 ， 而 fj 是 系统 内 第 7 个 质点 
(j 硅 起 对 它 的 作用 力 (内 力 )。 将 (3,.26) 式 对 7 从 1 到 及 求 和 和 ， 并 考虑 
到 内 力 的 矢量 和 为 零 ,得 


(Em) = EF) 


现 令 请 = 9， 它 是 质点 系 上 所 有 外 力 的 主 矢 , 则 上 式 成 为 
d 


i (3.27) 
这 就 是 质点 系 动 是 定理 ， 它 表示 质点 系 动量 对 时 间 的 导数 等 于 外 力 的 


主 矢 。 
如 将 计算 动量 的 公式 (3.10) 代 入 动量 定理 (3.27) 式 ， 就 得 到 动量 
定理 的 另 一 种 形式 为 


Mva) = F (3.28) 


上 式 表明 :质点 系 质 心 的 运动 相当 于 这 样 一 个 质点 的 运动 , 即 它 的 质量 
等 于 质点 系 的 总 质量 前 ， 而 它 受 到 的 力 是 质点 系 外 力 的 主 和 撩 所 ， 所 
以 (3.28) 式 又 称 为 质心 运动 定 悍 。 

(3.27) 式 和 (3,28) 式 表明 , 当 使 用 动 景 定理 或 质心 运动 定理 时 ,可 
不 考虑 系统 的 内 力 , 这 就 大 大 简化 了 受 力 分 析 。 

这 里 强 诵 指 内 的 是 ,动量 定理 和 质心 运动 定理 只 对 惯性 系 成 立 , 因 
此 当 计 算 质 成 系 的 动 绒 时。 各 点 欧 速 度 5D; (或 质心 速度 9q) 必须 是 绝 
对 速度 (在 动力 学 中 我 们 常 把 饥 性 系 取 作 “ 定 系 ?) 。 在 非 惯 性 系 中 ， 虽 
然 动量 到 也 按 (3.10) 式 计算 ,但 (3.27) 式 就 不 成 立 了 。 
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例 3.5 长 为 /的 均 质 细 链 (单位 长 度 的 质量 为 7) 堆放 在 地 面 上 ， 

现 用 手 将 其 一 端 以 匀速 2 竖 直 向 上 提起 ( 如 
图 3-6), 试 求 任意 时 刻 手 的 提 力 (t) 及 地 面 
的 反 力 N(t) 。 假 设 链 条 由 许多 小 环 连接 
而 成 ， 因 此 地 面 上 的 链条 与 提起 的 链条 之 加 
没有 力作 用 。 

【 解 】 由 于 链条 小 环 间 不 是 刚性 约束 ， 
所 以 链条 不 是 刚体 ,因此 ,可 将 链条 看 作 一 个 
质点 系 来 求解 。 

首先 ,对 全 部 链条 来 说 ， 在 任意 时 刻 孔 
被 提起 部 分 的 链条 的 质量 为 ?vt， 地 面部 分 链条 的 质量 为 (1 - vi)y。 
链条 的 外 力 有 : 重力 ylg , 提 力 下, 地面 反 力 入 。 总 动量 为 
P= Smo= (pvt)v+0= pot 


fF 


由 动量 定理 得 
, (pv) = -ylg+F+N (1) 


其 次 ,对 地 面 上 的 链条 来 说 ， 它 处 于 静止 状态 ， 它 所 受到 的 力 (外 
力 ) 有 ， 重力 (1 -vt)ypg， 地 面 反 力 N。 这 时 平衡 方程 为 


(I-vi)yg= Nt) (2) 
最 后 ,将 (2) 式 代入 (1) 式 , 即 得 
F(t)= vv + gt) (3) 


例 3.6 次 管 的 动 反 力 。 水 流 流 经 变 截 面 窒 管 (图 3-74)，, 设 流体 
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征 不 可 压缩 的 ， 流 动 是 定常 的 〈 管 内 每 一 点 处 液 笨 的 速度 不 随时 间 变 
化 );。 单 位 时 间 内 流 过 截面 的 体积 流量 为 @, 密度 为 p。 管 子 截 面积 是 
A(x)。 求 由 于 流体 的 流动 对 管 辟 产生 的 压力 。 

【 解 】 本 题 是 已 知 运动 求 力 。 在 管子 中 取 -~… 段 液体 cdia12, 作为 
质点 系 。 设 在 t 时 刻 ， 这 些 液 体 的 总 动量 是 Pi, 而 在 t+ At 时刻 ， 这 
些 液体 占据 的 位 置 为 c,ds4s5b, 段 ,其 总 动量 是 Ba。 在 这 个 时 间 间 隔 内 ， 
流 过 截面 的 液体 质量 为 m= pQdt。 

在 4 隶 时 间 内 ,质点 系 动 量 的 变化 为 

AP = 2 一 2 = [2:(cd0G) + Pp,(a.b.b,0,)] 
肥 [D.Ccdid,c,) 二 Pi(c,d,0.01)] 
因 管 内 流动 是 定常 的 ,有 Pp,(cd,0b141) = Pi(csdb.Q1)， 所 以 
AP = p,(ab.ba,) - Pilcidid,c,) 
当 4 小 很 小 时 ,可 认为 在 c.did;cs 中 各 质点 的 速度 相同 , 设 为 2,， 而 在 
a101b.4; 中 各 点 的 速度 也 相同 , 设 为 5,。 则 z 
AP = pQdit(v,- ov) (1) 

作用 于 质点 系 上 的 外 力 有 : 均 布 于 ci.dib14i 内 的 重力 开 ， 管 壁 对 
质点 系 的 作用 力 下， 以 及 截面 cid 和 a1b, 上 受到 的 相 邻 液体 的 压力 
和 畏 ,( 见 图 a)。 

由 质点 系 的 动量 定理 得 

PQRAV, -0)=W+R+P,+R)A 
即 
PQO(V,- 2)=W+F+F,+R (2) 

将 管 壁 对 流体 的 反 力 分 为 两 部 分 : 更 反 力 及 ^ (不 考 虚 流 体 的 动量 

变化 ), 及 由 于 流体 动量 变化 而 产生 的 附加 动 反 力 &”。 于 是 应 有 
W+F+F,+R’=0 : (3) 
KR’ = pQV, — V1) (4) 

设 截 面 cd 和 415; 的 面积 分 别 为 4, 和 4,， 则 由 不 可 压 流体 的 

连续 性 方程 ,有 
Q= Aiv, = A,v, (5) 
因此 只 要 已 知 流速 和 曲 管 的 尺寸 , 即 可 求 得 附加 动 反 力 , 而 液体 对 
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管 壁 的 附加 动 压力 可 根据 反作用 定律 确定 。 
俩 如 ， 图 2 为 一 水 于 放置 的 所 半 宅 徊 直角 形 弯 管 。 当 流体 流 经 弯 管 
被 迫 改 变 流动 方向 时 ,就 要 对 管 壁 施加 附加 的 动 压力 ;其 大 小 谍 是 管 壁 
对 流体 作用 的 附加 动 反 为 ,如 
Ks pQ@(o -0) = po 
on ) = pAy? (6) 
因此 , 当 流 速 很 高 或 管子 截面 积 很 大 时 ,附加 动 压 力 很 大 ,这 时 ,在 
管子 的 弯 头 处 必须 安装 支 座 。 
2。 质 点 系 动量 和 矩 定理 
一 般 说 来 ,动量 定理 描述 了 质点 系 平 动 运动 的 力学 规律 ,而 对 于 转 
动 问题 就 要 应 用 动量 和 矩 定理 了 。 因 为 小 量 矩 的 计算 是 依赖 于 甜心 的 ， 
所 以 动量 矩 定理 对 不 同 的 矩 心 具有 不 同 的 形式 ,因此 ,使 用 时 要 特别 注 
意 。 
在 惯性 参考 系 里 取 固 定点 O， 对 质点 系 中 的 第 i 个 质点 列 出 其 动 
力学 方程 


车 (MDi) = Fs? 十 fs 


在 等 式 两 边 用 矢 径 7, 矢 乘 ,注意 到 左 端 为 
T,X x 等 《111 ) a x Wid,) 
于 是 有 


6 《9 x MVD) = T,X Fe) t+ T,X Sf 
将 上 式 对 :从 1 到 刀 求 和 ， 并 利用 质点 系 动量 矩 的 定义 (3.11) 式 ， 即 
得 

全 H,= rx P+D Er, 
t 式 石 端 第 一 项 是 所 有 外 为 对 点 的 主 乱 ， 记 作 Lo; 右 端 第 二 项 是 


全 部 内 力 对 CO 点 的 主 矩 ,应 等 于 零 。 因 此 有 


Se 让 (3.29) 
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上 式 表明 : 质点 系 对 于 某 定点 OQ 的 动量 筷 对 时 间 的 导数 ， 侍 于 作用 在 
质点 系 的 外 为 杀 对 OQ 点 的 主 年 。 这 就 是 质点 系 动量 姑 定 理 。 
在 应 用 (3.29) 式 时 , 常 取 其 在 定 系 OXy2 中 的 投影 式 ; 


2 (3.30) 


由 动量 矩 定理 可 知 : 质 点 系 的 内 力 不 能 改变 质点 系 的 动量 矩 , 只 有 
作用 于 质点 系 的 外 力 才 能 使 其 动量 符 发 生变 化 。 

(3.29) 式 只 适用 于 惯性 参考 系 的 固定 点 O， 当 刚体 作 平面 运动 或 
一 般 运 动 时 ， ee 为 此 需 推 导 相 对 于 质心 的 动量 和 矩 定理 。 

设 C 为 质点 系 的 质心 , 如 ce 为 质心 平 动 系 中 质点 系 对 质心 的 动量 
和 矩 , 则 有 

Hy= SY x m= Sx Mm, 
其 中 ?i 和 vi 分 别 是 第 i 个 质点 在 质心 平 动 系 中 的 和 拓 径 和 速度 ,而 
DV= Vg+9 由 (3.15) 式 
H,=H,+OGx Mvo 

将 土 式 代入 (3,29) 式 ,并 注意 到 (3.28) 式 , 即 得 


B= Se +OGx Moo= Ue +OGx Fo (3。31) 


注意 到 

六 = Sr,x Fs) 

te) = SB) 

,= OG +?; 

Lo ST, Xe) 
其 中 7; 是 第 i 个 质点 在 质心 平 动 系 中 的 矢 径 。 于 是 由 (3.31) 式 即 得 
相对 于 质心 的 动量 矩 定理 
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dd ee 
J Ho= Lo (3.32) 
它 在 形式 上 与 质点 系 相 对 于 惯性 参考 系 的 动量 矩 定理 (3.29) 式 完全 类 
似 。 
83。 刚体 平面 运动 的 动力 学 方程 
由 运动 学 知 , 如 取 质 心 为 基点 , 则 刚体 作 平 面 运 动 时 ， 可 将 其 运动 
分 解 为 随 质心 的 平 动 和 绕 质 心 的 转动 两 部 分 。 
设 作 用 在 刚体 上 的 外 力 系 可 疝 质心 所 在 的 平面 简化 ， 简 化 的 结果 
为 一 平面 力 系 ,FF,,，…, RP,， 这 样 就 可 以 用 质心 运动 定理 来 描述 刚 
体 随 质心 G 的 平 动 ， 再 用 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 描述 刚体 绕 质 心 C 
的 转动 , 即 
May = SF) 
I i (3,33) 


其 中 Gz 轴 通 过 质心 C， 且 与 刚体 运动 的 平面 相 垂直 。 
(3.33) 式 就 称 为 刚体 的 平面 运动 动力 学 方程 。 在 应 用 时 常 取 其 在 
固定 系 oYyz 中 的 投影 式 , 即 
Miag= FY 
Mya= TF) (3.34) 
J ge La, 


式 中 的 w 是 刚体 的 角速度 ,而 & 是 角 加 速度 。 

当 已 知 质心 运动 轨迹 时 ， 可 将 质心 运动 定理 (3.33) 式 在 自然 系 中 
投影 , 见 例 3.7。 

例 3.7 半径 为 r、 重 为 W 的 均 质 圆柱 体 ,在 半径 为 的 粗糙 加 é 
柱 形 槽 内 作 无 滑动 的 滚动 。 初 始 时 ， 圆 槽 中心 CO 与 圆柱 中 心 的 连 线 
OG 与 铝 垂 线 的 夹 角 为 <， 见 图 3-8 4&。 试 求 当 圆柱 到 达 最 低位 置 时 ， 
圆 宴 的 正 压 力 入 和 接触 点 处 的 静摩擦 力 f。 

【 解 】 (1) 对 象 : 圆柱 体 在 铅 垂 面 内 作 平面 运动 。 质 心 C 的 轨迹 
是 圆周 (以 O 为 圆心 ， 玉 、y 为 半径 )。 

(2) 外 力 ， 圆柱 体 在 任意 位 置 时 的 受 力图 如 图 2 所 示 ， 它 受到 
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x 、\ 
i™、 \ 
! 6 
\ y 
、 
-I 
(a) (68) 
图 3-8 


重力 全 、( 点 处 的 正 压力 N 和 静摩擦 力 子 的 作用 。 


(3) 平面 运动 动力 学 方程 (在 自然 系 投影 ) 为 
M (R-r)p=f -Wsing 
M (R-r)p=N-Wecosg 
J ae=7f 

运动 学 关系 式 为 

(R-7)9=Ve= -70 
由 以 上 (4) 式 (3) 式 和 (1) 式 可 解 得 
R-r 


将 (6) 式 关 J 9 积分 ,得 
2_ 4 &€ | ~ 
9 =-3 ET (COS 0 ~ COSQ) 


设 * 时 刻 ,圆柱 体 到 达 最 低位 置 ，p = 0， 则 可 解 得 
e(T)=0 


48 


| g(t) = 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


(5) 


(6) 
(7) 


(8) 
(9) 


1, 129。 


(4) 求 摩擦 力 f。 将 (8) 式 代入 (3) 式 , 即 得 
f(t)=0 (10) 
其 实 , 因 圆柱 体 在 最 低位 置 时 ，(C 点 无 滑动 趋势 ,自然 静 麻 控 力 为 


(5) 最 后 求 扫 正 讨 力 人 太 。 将 (7) 式 代入 (2) 式 , 即 得 


7 14 

N(r)=W( I -cosa ) (11) 
0 
动能 定理 了 系统 动能 的 改变 与 作用 力 的 切 之 闻 的 关系 ， 但 因 


本 零 ， 因此 ,这 里 的 作用 力 包括 了 外 力 各 内力 的 全 
部 。 由 于 光滑 面 、 光 滑 匀 习 链 等 产生 的 约束 反 力 怨 直 于 作用 点 的 位 移 , 这 
对 所 作 的 功 为 零 ， 因 此 ， 有 时 把 全 部 力 分 为 主动 力 和 约束 力 是 方便 
的 。 

对 质点 系 中 第 : 个 质点 列 出 其 动力 学 方程 为 
全 (mp) = Fe + Df 
设 第 i 个 质点 的 炙 径 是 7?,， 将 上 式 两 端 标 乘 d?;,， 可 算得 
dBm)= Po dnt (Df) dr (2= 1,2,...,7) 


将 上 式 对 :从 1 到 刀 求 和 ,得 到 
了 = ZF dnt 人 dn 
或 写成 z 
dT=dW (3.35) 
dW 为 全 部 作用 力 ( 外 力 和 内 力 ) 的 元 功 之 和 。(3， S90 


微分 形式 。 
将 (3.35) 式 在 系统 的 两 种 位 形状 态 1 和 2 之 闻 积 分 ,就 得 到 


7 一 = 下， (3。36 ) 
即 动能 的 改变 等 于 全 部 作用 力 的 作 功 之 舱 ， 称 为 动能 定理 的 积分 形 
了 去。 
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对 于 刚体 ,由 于 全 部 内 力 的 作 功 之 和 为 零 , 因 此 只 要 考 碟 外 力 的 
功 ， 计 算 起 来 了 容易 得 多 了 。 


3 3.4 守恒 定律 以 及 普遍 定理 的 综合 应 用 


1。 三 个 守恒 定律 
力学 中 有 三 个 重要 的 守恒 定律 :动量 守恒 定律 .动量 矩 守恒 定律 和 
能 量 守 恒定 律 。 这 三 个 定律 虽然 都 可 由 牛顿 定律 导出 ， 但 它们 是 被 实 
验 所 精确 地 证 实 了 的 ,其 有 效 范围 超出 了 经 典 力 学 的 领域 ,实际 上 是 独 
立 的 和 定律。 一 个 守恒 定律 常常 是 字 宙 中 某 种 基本 对 称 性 的 结果 ,守恒 定 
律 与 不 变性 有 着 密切 的 联系 ， 它 们 反映 了 时 空 结构 的 一 些 基 本 性 质 。 
例如 ,动量 守恒 定律 是 由 空间 的 均匀 性 得 到 的 ,动量 矩 守 恒 是 由 于 空间 
的 各 向 同性 ， 而 由 时 间 的 均匀 性 就 得 到 了 能 量 守 恒 (这 将 在 下 章 中 说 
明 )。 这 些 守 恒定 律 ,不 论 在 物理 意义 上 或 在 实际 解 题 中 都 有 着 十 分 重 
要 的 作用 。 下 一 章 我 们 还 要 介绍 更 一 般 的 守恒 定理 一 一 诺 德 定理 。 下 
面 就 介绍 三 个 守恒 定律 。 
动量 守恒 定律 (或 称 质 心 运动 守恒 ); 若 质点 系 的 外 力 2 矢 在 某 一 
固定 方向 〈( 取 作 x% 轴 ) 的 投影 为 零 ， 则 质点 系 沿 该 方向 的 动量 守恒 ， 
即 由 (3.27) 式 和 (3.28) 式 ,得 出 
若 了 = 0， 则 了 ,= Zi04s = MITo。= 常数 (3.37) 
动量 矩 守 异 定 律 ， 知 外 力 对 某 团 定 轴 ( 设 为 z 轴 ) 的 主 矩 为 替 ， 则 
质点 系 关于 z 轴 的 动量 矩 守 恒 。 即 出 (3.30) 式 ,得 出 
车 工 ,:= 0， 则 如 ,= 常数 (3.38) 
机 械 能 守恒 定律 大 作用 在 质点 系 革 的 全 部 力 〈 包 括 内 力 和 外 
力 ) 都 是 保守 力 (或 非 保守 力作 功 之 和 为 零 ), 则 质点 系 的 机 械 能 (动能 
和 势能 的 总 和 ) 和 守恒 , 即 由 (3.36) 和 (3.20) 式 ， 得 出 
耕 全 部 力 为 保守 力 , 则 了 T+U = 常数 (3.39) 
动量 守恒 和 动量 竺 守恒 定律 告诉 我 们 ,只 舒 质 点 系 的 内 部 运动 (内 
力 ) 是 不 能 改变 系统 的 总 动量 和 总 动量 矩 的 。 因 此 、 对 于 孤立 系统 ,尽管 
其 质心 作 勺 速 直线 运动 ， 但 内 力 仍 可 改变 系统 的 方位 。 只 靠 内 力 就 可 
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改变 方位 的 生动 例子 是 :四 脚 朝天 的 猫 由 半空 中 自由 下 落 时 , 猫 能 在 空 
中 自身 翻转 而 当 落地 时 总 是 四 脚 竖 直 着 地 的 。 但 是 ， 猫 却 一 点 也 不 能 
改变 其 下 落 运动 , 即 不 能 改变 其 质心 的 运动 。 

2。 质点 系 普遍 定理 (包括 各 个 守恒 定律 ) 的 综合 应 用 

这 是 牛顿 力学 中 最 重要 的 内 容 ， 它 们 提供 了 解决 动力 学 问题 的 一 
般 方法 ,而 在 解决 较为 复杂 的 问题 时 ,往往 需要 根据 各 个 定理 的 特点 ， 
联合 运用 质点 系 普遍 定理 ,才能 解决 问题 。 

用 普遍 定理 解 题 的 步骤 是 先 取 定 对 象 (质点 系 )， 作 运动 分 析 和 受 
力 分 析 , 再 将 全 部 力 区 分 为 内 力 与 外 力 (或 者 是 主动 力 与 约束 力 ) , 画 出 
受 力图 ,然后 根据 有 关 的 守恒 定律 列 出 方程 ,如 果 这 些 方程 还 不 足以 解 
出 全 部 未 知 量 ,再 应 用 合适 的 普遍 定理 (可 能 要 取 适 当 的 分 离 体 ) 。 除 了 
这 些 动力 学 方程 以 外 ,常常 还 要 列 出 一 些 补充 方程 ,例如 运动 学 条 件 或 
摩擦 定律 等 。 下 面 举 例 说 明 。 

例 3.8 台秤 可 以 认为 由 重 为 w 的 盘子 和 候 强 系数 为 的 弹簧 所 
组 成 (如 图 3-9 ) 。 现 有 一 个 面团 , 重 @， 目 高 处 落 到 种 盘 上 。 问 人 台秤 
的 最 大 读数 是 多 少 ? 

【 解 】 将 秤 盘 的 平衡 位 置 取 作 坐标 原点 O， 设 秤 扒 由 平衡 位 置 下 
降 的 最 大 距离 是 0， 那么 台秤 的 最 大 读数 就 是 由 。 面 团 和 秤 盘 的 碰 擅 
过 程 认 为 是 完全 非 弹 性 的 ， 在 碰撞 中 有 动能 损失 。 本 题 涉及 碰撞 和 非 
碰 撑 两 类 问题 ,要 使 用 不 同 的 动力 学 方程 ,所 以 把 整个 过 程 分 为 三 个 阶 
段 来 处 理 。 第 一 阶段 ,面团 磁 撞 秤 盘 以 前 , 取 面 团 为 对 象 , 由 能 量 守 恒定 
律 可 算得 开始 磁 撞 前 的 面团 速度 是 UL= 2gh。 第 二 阶段 是 碰撞 过 

程 , 取 面团 和 秤 盘 为 对 象 , 因 外 碰撞 冲 量 为 零 ， 


所 以 竖 直 方向 的 动量 守恒 ， 于 是 面团 和 秤 盘 的 
碰 扩 过程 结 0 面团 的 速度 是 


2gh 


Q 
wt+Q 
第 三 阶段 是 压缩 弹 筑 ， 面团 与 秤 盘 一 起 由 原点 


OO 下落 的 距离 为 6， 速度 由 变 为 堆 。 于 是 ， 
图 3-9 由 机 械 能 守恒 定律 可 得 ，: 
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W+O ,0 0- Q6+ Lp6: 
& 2 


1 
2 
将 好 的 表达 式 代 入 ,可 解 出 ( 取 正 根 ) 
和 
所 以 秤 盘 上 的 最 大 读数 是 ， 
RG=QI+w 1+2 kh/(w+Q) 

设 有 = 0, 则 这 个 读数 是 真实 重量 的 两 倍 。 

顺便 指出 ,根据 问题 的 性 质 ( 例 如 包含 碰 接 与 非 磁 撞 过 程 ; 或 者 这 
动 过 程 中 自由 度 有 改变 等 ) 将 解 题 过 程 划分 为 几 个 阶段 ,再 分 段 列 出 运 
动 方程 ,这 是 一 种 重要 的 解 题 技巧 。 

例 3.9 质量 为 mx 的 两 个 完全 相同 的 小 珠 ， 穿 在 光滑 圆 环 上 ， 在 
同一 时 刻 ， 分 别 以 初速 为 零 自 最 高 点 下 滑 ， 圆 环 竖 直 地 立 于 地 面 (图 
3-104)。 试 问 当 环 的 质量 4 和 小 珠 质量 m 有 什么 关系 时 ， 圆 环 才 可 
”能 从 地 面 跳 起 。 


图 3-10 


【 解 】 〈1) 取 环 和 小 珠 为 对 象 ， 在 环 跳 起 前 认为 它 是 固定 于 地 面 
的 。 
(2) 外 力 是 重力 和 地 面 反 力 N ， 小 珠 和 环 间 的 约束 力 是 内 力 ， 画 
出 受 力 图 如 图 2， 建立 坐标 系 Oxy, 并 用 9 角 表 示 小 珠 的 位 置 ， 如 图 
b (为 什么 两 个 小 珠 关于 3》 轴 对 称 ?)。 
(3) 机 械 能 守恒 (重力 有 势 , 全 部 约束 力 不 作 功 )* 即 
T+U=m( RO):- 2mgR(1 -cos0) =0 


所 以 0 滩 - (1 -cos0) 
V 


《4) 现 求 和 全， 由 了 方向 的 质心 运动 定理 ,有 
2mys=N- Mg-2mg 
其 中 ya 是 小 珠 加 速度 的 了 分 量 , 即 
ya= ~ ROcos0- RO sing 
将 (1)、(3) 两 式 代 入 (2) 式 ,得 
N= Mg+2 mge(3cos0~-2 co0s0) 
由 和 =0， 即 得 环 上 跳 的 临界 值 6 应 满足 的 方程 为 
6 mceos:0,—4mcos0+M=0 
因 要 求 cos 有 实 根 ,就 可 得 质量 闻 的 关系 式 为 


M2 
mm 3 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


例 3.10 质量 为 mx, 长 为 25 的 均 质 杆 4B 的 两 端 用 长 度 均 为 /的 
轻 绳 悬 挂 于 天 花 板 上 ， 使 杆子 静帝 于 水 平 位 置 。 今 突然 将 其 中 的 一 条 
绳子 切断 (图 3-11C&)。 问 ， 杆 子 在 以 后 将 作 怎 样 的 运动 ? 另外 ， 在 一 


强 刚 切 叶 的 瞬时 , 另 一 绳子 中 的 张力 S 为 多 大 ? 


图 3-11 


【 解 ] 设 切 断 0.B 线 , 则 4B 杆 将 绕 4 端 转 动 ， 但 4 点 也 可 绕 
0, 所 作 圆周 运动 ， 所 以 4B 杆 在 竖 直 平面 内 作 一 般 运 动 ( 两 个 自由 


。1234。 


度 乒 

求 张力 8 时, 取 切 断 绳子 阴 时 为 起 始 时 刻 (t= 0) 。 要 求 绳 子 0,4 
中 的 朋 时 张力 $5(0)， 可 有 两 种 解法 : 一 是 列 出 4B 在 任意 时 刻 上 作 
平面 运动 的 微分 方程 ， 解 出 S(t )， 然 后 令 t=0， 即 得 5(0); 另 一 种 
方法 是 ,只 列 出 二 = 0 有 瞬 时 的 动力 学 方程 。 现 用 后 一 种 解法 。 

先 取 4B 村 为 研究 对 象 , 它 作 平面 运动 ,现在 只 考 虚 t= 0 瞬时 , 这 
时 ， 甩 BB 杆 为 水 平 ，014 为 竖 直 的 ， 县 杆 的 角速度 为 0(0)= 0 ,但 
e(0) 六 0 (图 5)。 

作用 的 外 力 有 重力 mg 和 张力 5(0)。 

再 写 出 杆子 的 瞬时 动力 学 方程 。 对 姐 时 ,不 必 考 虚 守 恒定 律 (为 什 
么 ?)。 现 列 出 t= 0 时刻， 4B 杆 的 质心 运动 方程 和 对 质心 的 动 景 矩 方 


程 为 maa 0)=0, Bac.(0)=0 (1) 
ee (2) 
a:£(0)=0S(0) (3) 


土 面 三 个 式 子 中 含有 4 个 未 知 量 4ay(0), 4gy(0), el(0) 和 SC0)， 
所 以 应 再 补充 -一 个 运动 学 方程 ,因为 24(0)= 0， 所 以 @4(0) = as (0 


将 基点 法 公式 dG Ex AG—wAC 在 y 方 向 投影 ,得 


Qay(0)= ~ be(0) (4) 
由 (1) 式 至 (4) 式 ,可 解 得 
S$(0)= mg 
l (5) 


可 见 在 将 绳 切断 的 瞬时 , 绳 中 的 张力 较 绳 被 男 其 前 减 小 了 。 


习 十 


3-1 试 计 算 第 一 宇宙 速度 v1 ( 物体 在 地 球 表面 作 圆 形 轨道 运行 
的 速度 ,又 称 环绕 速度 ) 和 第 二 宇宙 速度 2, (使 在 地 球 表 面 发 射 的 物体 
id sy en sea 例如 , 飞 往 月 球 的 
宇宙 飞船 ,其 发 射 速度 几乎 等 于 脱离 速度 。) 

3-2 如 图 所 示 ， ie 为 4 的 无 重 阐 性 绳 , 其 一 端 固定 ， 另 一 
端 系 有 重 为 Ng 的 质点 , 设 绳 在 铬 垂 平衡 位 置 时 的 条 伟 长 为 , 现 把 质 
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点 往 Fy, 使 绳 再 伸 长 c 后 由 静止 释放 。 试 证 明 , 如 
dl(d+4dl,)>c>a: 
则 质点 回 到 原 释 放 位 置 的 时 间 为 


da 
We 
g g 2) 


其 中 cos ca = ,0 为 锐角 。 


3-3 长 为 1 的 轻 绳 ,在 其 一 端 系 有 一 个 质点 ,而 对 另 一 端 O, 先 将 
其 担 住 ,使 质点 自由 下 垂 , 这 时 再 给 质点 具有 水 平方 向 的 初速 go， 质 点 
就 在 铅 垂 平面 作 圆周 运动 , 当 绳 子 张力 为 零 时 , 将 绳子 的 O 点 也 释放 ， 
让 质点 自由 运动 。 现 若 要 求 该 点 的 轨迹 能 通过 释放 前 的 O 点 位 置 , 试 
求 初速 %。 的 大 小 。 


、 5 \ 
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/ 
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NA 区 
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ve 

是 9-2 图 加 3-3 图 


3=4 重 为 SOA 如 图 所 
示 。7 = 1m。 今 圆 台 从 静止 开始 以 0.5/8? 
的 匀 角 加 速度 转动 ， 设 物 块 与 台面 间 的 摩擦 
系数 为 0.25, 问 经 过 多 少时 间 后 ， 物 块 开始 
台面 上 滑动 ?又 , 当 1=2s 时， 物 块 与 台面 

、 间 的 摩擦 力 有 多 大 ? 
题 3-4 图 3-5 图 示 各 均 质 物体 的 质量 都 是 M ,其 
中 图 4 所 示 的 圆 轮 在 地 面 上 只 滚 不 滑 。 试 计算 
并 分 别 各 个 物体 的 动量 ,对 QO 点 的 动量 矩 , 以 及 动能 。 


题 3-5 图 


3=6 设 车 辆 以 常 速 v2 前进, 如 图 所 示 。 车 上 有 两 个 质量 均 为 4 
的 小 球 以 速率 ” 沿 水 平 杆 滑 动 ， 此 
评 又 以 常 角 速度 @ 相 对 于 和 车辆 转 
动 。 试 求 图 示 了 瞬时 两 球 的 绝对 动 
能 。 

3-7 ” 现 有 一 质量 为 的 均 质 细 
杆 4B, 设 细 杆 端点 4 和 B 的 速度 
分 别 为 &4 和 8&a, 证 明 杆 子 的 动能 为 


T= M(t ua us + us) 题 3-6 图 


3-8 质量 为 M 的 均 质 圆 各 (半径 为 R) 六 放 在 光滑 水 平面 上 ， 
其 受 力 情况 如 图 a.b.c 所 示 ， 试 说 明 圆 盘 将 如 何 运 动 。 设 开始 时 ， 贺 
盘 兽 止 , 图 中 7= 分 。 


全 
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3-9 ” 试 写 出 下 列 各 系统 鹿 满足 的 守恒 定律 (标量 方程 ) ,并 简 述 理 
由 。 

(1) 见 图 4, 一 长 为 2 的 均 质 杆 4B, 其 一 端 搁 在 光滑 水 平面 上 ， 
杆 在 竖 直 平面 内 , 当 倾 角 为 a 时 由 静止 释放 。 

(2) 见 图 8, 一 专 质 圆 环 (半径 为 尺 ， 质 量 为 履 ) 平 放 于 光滑 水 平 
面 十 ， 环 上 有 一 甲虫 ( 原 量 为 mx)。 初 始 时 系统 静止 ,然后 甲虫 相对 于 
圆 环 以 常 速 丸 爬行 。 

(3) 匈 图 c, 体重 相同 的 罩 、 乙 两 人 分 别 站 在 轻 滑轮 两 边 和 的 盘 秤 
中 ， 今 甲 在 盘 中 立定 跳高 。 设 人 重 为 ， 益 重 为 Q。 

(4) 见 图 4 ,一 质量 为 mm 的 小 珠 置 于 一 个 物 块 (质量 为 WM ) 的 圆柱 
形 孔 的 最 低位 置 ( 孔 尘 径 为 R), 开始 时 系统 静止 , 今 突然 使 物 块 ( 置 于 
光滑 水 平面 上 ) 具 有 水 平 初速 v。。 


《人 ‘di 1 
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3-10 站 上 跨 过 滑轮 的 轻 软 强 两 器 名 有 -- 八 ( 体 寻 相等)， 从 前 
始 ,分 别 以 相对 于 软 绳 的 速度 (第 数 ) V1.Vs 问 上 硬 。 和 着 不 计 消 轮 质 基 租 ， 
求 趴 人 的 绝对 速度 24 ,Vp。 


又 若 设 滑轮 重 量 是 人 的 -， 且 看 作 均 质 圆 基 , 则 两 人 的 绝对 速度 
.on 又 是 多 少 ? 设 轮 与 绳 间 无 相对 滑动 。 


3-11 镜框 上 紧 贴 着 墙 搁 在 粗 烟 钉 上 , 稍 受 扰 荔 就 向 下 倾倒 , 求 镜框 
跳 离 铅 子 时 与 墙 面 的 夹 角 09。 


题 3-10 图 题 3-11 


3-12 一 炮弹 的 质量 为 用 ,+ 及,， 射电 时 的 水 平 及 竖 直 分 速度 为 
w 和 v。 当 炮弹 达到 最 高 点 时 ,其 内 部 的 炸药 


产生 能 量 EE， 使 此 炸弹 分 为 M;、M, 两 部 牙 ” 

分 ， 开 始 时 两 者 仍 沿 原 方 疝 飞行, 不计 空气 ol 和 

阻力 , 试 求 它们 落地 时 相隔 的 距离 。 
3-13 ”矩形 均 质 薄片 4BCD, 边 长 为 ! 


mk 


a 和 5, 重 为 m2 , 绕 垂直 轴 4B 以 初 角 速 %。 
转动 。 此 时 ,薄片 的 每 一 部 分 均 受到 空气 的 

阻力 ， 其 方向 垂直 于 薄片 所 在 的 平面 ,其 量 是 3-13 图 

值 与 面积 及 速度 的 平方 成 正比 ,比例 系数 为 , 问 经 这 允 少 时 间 司 薄片 
的 角速度 减 为 初 角速度 的 一 半 ? 


tt 
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第 四 章 ” 拉 格 朗 日 力学 


我 们 已 经 知道 ,牛顿 力学 是 以 力 、 动 量 , 动 量 矩 为 基本 量 的 ,它们 都 
是 矢量 。 当 取 定 某 一 物体 为 研究 对 象 时 ,首先 要 作 受 力 分 析 , 即 考虑 其 
他 物体 作用 在 该 物体 上 的 力 , 这 时 常 要 计算 未 知 的 约束 力 , 虽然 有 时 我 
们 并 不 需要 求 它 。 

与 牛顿 力学 不 同 , 拉 格 朗 日 力学 (简称 拉 氏 力学 ) 把 物体 系 作为 整 
体 来 研究 , 它 的 基本 量 是 动能 和 功 , 都 是 标量 。 而 且 , 在 一 般 情况 下 ,在 
运动 方程 中 不 出 现 约束 力 , 这 就 给 求解 带 来 了 很 大 方便 ;同时 ， 因 为 采 
用 广义 坐标 ,扩大 了 坐标 的 概念 ,因而 将 分 析 力 学 〈 包 括 拉 氏 力学 和 哈 
氏 力 学 ) 的 方法 与 结论 运用 到 了 物理 学 的 许多 领域 ， 成 为 学 习 理论 物 
理 、 量 于 力学 和 相对 论 等 课程 的 基础 。 

拉 氏 力学 主要 讨论 质点 系统 在 位 形 空间 的 运动 。 受 约束 的 位 形 空 
间 具 有 微分 流 形 的 结构 。 对 有 势 系 统 , 由 一 个 流 形 及 在 其 切 从 上 定义 的 
拉 氏 函数 就 构成 拉 格 朗 日 力学 系统 ， 系 统 中 各 点 的 局 部 坐标 满足 拉 氏 
方程 。 8 

本 音 主 要 讨论 第 二 类 拉 氏 方程 , 它 与 数学 有 紧密 的 联系 ,是 解决 许 
多 力学 问题 有 力 的 工具 。 我 们 要 求 大 家 在 掌握 应 用 拉 氏 方程 解 题 的 基 
础 上 ,与 牛顿 方程 结合 起 来 ,取长补短 ,更 快 更 好 地 解决 各 种 力学 问题 。 

最 后 指出 ,和 牛顿 力学 、 拉 氏 力 学 以 及 哈 氏 力学 虽然 各 有 特点 ， 但 它 
们 都 属于 经 典 力学 的 范围 ,它们 的 适用 范围 都 是 相同 的 ,它们 的 基本 原 
理 也 是 相互 联系 的 ,因此 ,用 这 三 种 方法 解 同一 问题 时 ， 所 得 的 计算 结 
果 都 应 相同 。 


3 4.1 分 析 力 学 的 基本 概念 


研究 由 人 个 质点 组 成 的 力学 系统 ,它们 相对 于 某 惯 性 系 的 位 置 由 
。I140。 


矢量 
T= 人 T,X, ,24) 
给 出 ,其 中 xX,、y,、2;(2 = 1,2,… ,NN ) 是 第 i 个 质点 的 直角 坐标 ,假设 每 个 
质点 的 运动 规律 均 为 已 知 : X= X(t)，3 = (1),24= Z(t)， 则 该 力学 
系统 的 运动 就 完全 确定 。 力 学 系统 的 运动 可 从 几何 概念 上 方便 地 加 以 
说 明 , 即 把 3N 个 坐标 sziG = 1,2,…，) 看 作 是 3 和 N 维 位 形 空 
闻 中 表示 点 二 的 坐标 ,而 力学 系统 的 运动 就 可 简单 地 设想 为 由 表示 点 
P 在 位 形 空间 中 挠 出 的 曲线 轨迹 。 
1。 约 束 及 其 分 类 
将 力学 系统 中 各 个 质点 的 位 置 和 速度 所 受到 的 (几何 学 或 运动 学 
的 ) 限 制 , 称 为 约束 。 约 束 的 数学 表达 式 称 为 约束 方程 ,其 一 般 形 式 为 
f(T,,V,,t)=0 (4.1) 
其 中 f 关于 各 个 变量 的 2 阶 偏 导数 均 存 在 且 连 续 。 
按 约束 方程 的 不 同形 式 , 可 将 约束 分 类 , 见 表 4.1。 


表 4.1 约束 的 分 类 


名 称 方 ” 程 说 明 
ee eh Fn 方程 中 不 含有 质点 的 速度 
(holonomic) 
非 完整 约束 N 仅 讨 论 线性 非 完 整 约束 。 左 端 为 
多 .Wit+Ao=0 | 不 可 积 ，Ao 和 4; 均 为 和 ri 苍 
(nonholonomic) 函数 
定常 约束 f(r7i)=0 (或 约束 方程 中 不 显 含 时 间 共 (或 4 
(scleronomic) 2 hiv a0 中 不 显 含 t, 且 Ao =0) 
非 定常 约束 f(rivi,t)=0 约束 方程 中 显 含 时 间 t 
(rheonomic) 
双 面 约 束 | flrivi,t)=0 约束 方程 可 用 等 式 表示 
约束 方程 以 不 等 式 表 示 。 若 将 系 
单 面 约束 f(ri,vi,t)>0 统 分 段 考虑 ， 则 以 双 面 约束 代替 或 完 
全 解除 约束 


力学 系统 可 按 约束 的 分 类 作 相 应 的 分 类 ,例如 ,只 有 完整 约束 的 系 
。 ITI41。 


统称 为 完整 系统 ， 至 少 存在 一 个 非 完整 约束 的 系统 称 为 非 完 整 系统 等 
等 。 我 们 限于 讨论 完整 系统 和 双 面 约 来 。 

完整 约束 和 非 完 整 约束 是 有 着 本 质 差 别 的 两 类 约束 ， 假 如 给 定 了 
一 个 含有 质点 速度 的 约束 方程 ,就 应 注意 ,是 否 可 以 通过 该 方程 对 时 间 
的 积分 而 得 到 形 如 

FD (4.2 

的 方程 。 如 果 可 以 ， 则 该 约束 仍 是 完整 的 。 a 
或 几何 约束 。 反 之 ,如 果 约 束 方程 不 能 
积分 成 (4.2) 式 , 则 称 为 非 完整 约 束 ， 
又 称 为 不 可 积 约束 或 微分 约束 。 

例如 ,一 个 圆 盘 在 粗糙 的 直 轨 上 只 
滚 不 滑 (图 4-1)。 人 
则 有 v6= 0, 即 


zo— RO=0 ee 
这 是 一 个 含有 质点 速度 的 约束 方程 ,但 将 它 对 4 求 积 分 后 变 为 
Xe= RO 
没 y 轴 经 过 圆 盘 初 始 位 置 时 的 盘 心 ,所 以 这 种 约束 是 完整 约束 。 

当 力 学 系统 存在 有 形 如 (4.2) 式 的 完整 约束 时 ， 在 每 一 给 定时 刻 
系统 就 不 能 占据 空间 的 任意 位 置 ， 节 完整 约束 是 系统 在 时 刻 二 的 可 能 
位 置 上 加 了 一 定 的 限制 。 下 面 是 各 种 约束 方程 的 例子 。 

例 4.1 完整 约束 。 在 固定 球面 上 运动 的 点 几 (x,3》,z)， 其 约束 
方程 为 ; 

(KX— X00) + (I—Y0) + (2-20)= FR? 
这 是 完整 约束 ， 也 是 定常 约束 。 如 果 球 半径 以 等 速 z 均匀 地 向 外 膨胀 
(气球 ) , 则 约束 方程 为 
(X— NX) + -Yt+(2-20) = (Vt) 
这 是 非 定 常 约束 ,但 仍 是 完整 的 。 

例 4.2 单 面 约束 。 长 为 人 的 柔 强 4 已 ,其 两 端 各 系 有 一 个 质 战 ， 

系统 作 平 面 运动 ,约束 方程 是 


(Xs— Xa) :+ (ya— ya) SL 
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又 如 果 一 个 质点 从 水 平 放置 的 固定 圆柱 上 自由 滑 下 ， 则 约束 方 
程 为 + 二 

2， 上 庶 位 移 和 虚 功 

设 在 质点 系统 上 加 有 / 个 完整 约束 


0 (2) (4.3) 
将 上 式 写 成 微分 形式 
Ss (a=1,2,.",/) (4.4) 
或 者 写成 普法 夫 (Pfaff) 形式 
Of a Of ye (ot. Dn 
267 dr, 0 DA dt = 0， (Ca ,2， ,7 ) (4.5) 


我 们 将 满足 (4.5) 式 的 /个 方程 的 任 一 组 无 限 小 位 移 d?,(i = 1，…， 
NN) 称 为 可 能 位 移 , 而 把 满足 相应 的 齐 次 方程 组 (2 


7 (= 1 2 Ll) (4.6) 
i OT, 


的 任 一 组 无 限 小 位 移 67,(i1= 1,…, 介 ) 称 为 虚 位 移 。 因 此 , 虚 位 移 是 系 
统 各 质点 在 用 时 的 某 一 可 能 位 置 遍 作 的 符合 全 部 约束 的 任 一 无 限 小 


位 移 。 显 然 ,对 于 定常 系统 ,由 于 〈4.5) 式 中 的 57s- = 0, 因 此 ,可 能 位 


移 和 虚 位 移 是 一 致 的 。 而 对 于 非 定常 约束 , 虚 位 移 是 把 时 间 “ 凝 固 ” 后 
的 可 能 位 移 。 虚 位 移 可 以 是 线 位 移 , 也 可 以 是 角 位 移 。 

要 注意 的 是 , 碟 位 移 是 一 个 与 运动 无 关 的 几何 概念 , 它 不 是 质点 随 
时 间 的 位 移 , 而 是 按 和 定义 在 瞬时 t 漕 足 .4,6) 式 的 一 组 无 限 小 线段 。 虚 
位 移 67, 在 变 分 法 中 称 为 函数 六 的 等 时 变 分 ， 它 是 这 函数 在 其 自 
变量 上 不 变 时 的 增 量 ， 见 图 4-2 2， 而 图 4-2C 表示 的 微分 d7 与 坐标 
因 真 实 运动 而 引起 的 变化 相符 合 。 甚 实 噶 位 移 的 运算 法 则 与 微分 运算 
相同 ,但 因 虚 位 移 不 需要 时 间 , 所 以 有 ot = 0。 

质点 系 在 主动 力 和 约束 力作 用 下 产生 的 无 限 小 位 移 称 为 实 位 移 ， 
它 不 但 要 满足 约束 方程 ,还 要 满足 运 劲 方程 ,而 且 与 初始 条 件 有 关 。 
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图 4-2 0) 


当 系 统 静 止 时 ,没有 实 位 移 , 只 有 虚 位 移 。 当 质点 系 运动 时 ， 实 位 
移 与 虚 位 移 的 主要 区 别 是 ， 

(1) 实 位 移 是 由 于 主动 力 而 引起， 在 dt 时 间 内 实际 所 发 生 的 位 
移 , 用 dy 表示 # 而 虚 位 移 是 想像 的 ， 是 在 朋 时 上 发 生 的 ， 且 不 需要 时 
间 , 只 要 满足 在 这 一 用时 的 运动 学 约束 条 件 即 可 ,用 67 表示。 对 确定 的 
时 间 dt#, 实 位移 是 唯一 的 :而 在 任 一 有 退 时 #, 虚 位 移 可 以 不 下 一 个 。 

《2) 对 于 完整 系统 ,如 果 约 束 是 定常 的 , 则 实 位 移 是 虚 位 移 之 一 ; 
如 果 约 束 是 非 定 常 的 , 则 实 位 移 与 虚 位 移 不 一 致 。 

力 在 虚 位 移 上 作 的 功 叫 虚 功 ， 记 作 5w = 五 .67 ,而 力 在 真实 位 移 中 
作 的 功 称 为 元 功 。 可 见 虚 功 是 假想 的 ， 它 与 虚 位 移 是 同 阶 无 穷 小 量 。 

例 4.3 普通 单 摆 和 变 长 度 摆 的 虚 位 移 。 如 图 4-3 所 示 , 设 所 长 为 1， 
摆 的 矢 径 为 Y(t)。 

普通 单 摆 的 约束 方程 是 ， 

[7(t)]*= 人 = 常数 
所 以 
ridr?r=0 及 7.67=0 

如 图 4=3 所 示 ， 对 于 变 长 度 单 所， 其 约束 方程 
是 : 


[人 (= [tT 
实 位移 d? 满足 
r-dr=Ulit) (tdt 
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汀 三 位 移 67 应 满足 
:67r=0 
3。 自 虫 度 裕 广 闵 坐 标 
(1) 自由 度 。 在 第 卡尔 坐标 中 , 虚 位移 67, 可 用 三 个 投影 0x,,6y,， 
6z.(1=1,…, 介 ) 来 率 示 ,因而 确定 完整 系统 虚 位 移 的 方程 (4.6) 式 可 
写成 


S 区 .6X 二 下 67 二 Ye 6z, )= 0,Ca= 1 ,1) CA 


f=] 


如 果 这 ! A 3N a Gyi67 0z 中 有 = 3N 
一 个 是 独立 的 。 我 们 把 独立 的 坐标 变 分 的 数目 称 为 系统 的 自由 度 , 记 
作 2, 即 

n=3N-! (4.8) 

对 完整 系统 ， 如 果 坐 标 是 独立 的 , 则 其 坐标 变 分 也 是 独立 的 (为 什 
么 ? ) ,所 以 完整 系 的 自由 度 就 是 独立 坐标 的 数目 ， 或 者 说 自由 度 是 单 
值 地 确定 质点 系 的 位 形 所 必需 给 出 的 独立 变量 的 数 目 。 例 如 对 自由 刚 
体 ,n=6。 

还 可 以 由 定义 看 出 ,在 确定 非 定 常 系统 的 自由 度 时 ,应 先 把 非 定常 
约束 “ 癣 固 ”, 然 后 求 此 系统 的 自由 度 。 

《2) 广义 坐标 。 足 以 描述 质点 系 位 形 而 给 出 的 任 一 组 最 少数 目的 
独立 变量 均 称 为 广义 坐标 ( 设 为 s 个 ) ,一 般 记 作 41,4,,…,4,。 对 于 完整 
系统 ,广义 坐标 的 数目 就 是 系统 的 自由 度 , 即 s=4%。 广 义 坐 标 是 普通 坐标 
概念 的 推广 , 它 不 一 定 是 长 度 , 可 以 是 角度 或 其 他 物理 量 ， 如 面积 或 体 
积 等 等 。 例 如 在 平面 开 普 勒 问题 中 ,可 取 行 星 扫 过 的 面积 为 广义 坐标 。 

由 广义 坐标 的 定义 可 知 , 它 应 满足 两 个 要 求 ， 

1) 所 有 质点 的 矢 径 7， 在 每 一 时 刻 都 可 表示 成 广义 坐标 的 单 值 连 续 
函数 ， 
P= ,dt), (1=1,.%,N) (4.9) 
上 式 可 以 看 成 是 第 卡 尔 坐 标 与 广义 坐标 之 间 的 变换 式 。 

1) 对 所 有 4; 的 值 ,完整 约束 方程 (4.3) 应 自动 满足 , 即 在 所 有 时 

刻 妃 对 任何 广义 坐标 4,, 下 式 恒 满足 ， 
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J sq ,qst);t1=0, (ga= 1,.…,7) (4.10) 

对 于 一 个 力学 系统 ,广义 坐标 的 取 法 不 是 唯一 的 ,可 根据 解 题 的 方 

便 灵 活 地 选择 。 必 须 指出 ,对 于 定常 系统 ,总 可 以 选 到 这 样 一 组 广义 坐 
标 41，,…,4,, 使 变换 式 (4.9) 由 不 显 含 时 间 i, 了 


r=T(g,G), (i=1,.,N) (4.11) 
这 里 再 对 计算 完整 系统 自由 度 的 方法 作 些 补充 。 公 式 
n=3N-/ 


对 于 计算 有 限 质 点 系 和 杆 件 系 统 〈 每 根 杆 被 看 成 是 受 刚性 约束 的 两 个 
质点 ) 是 方便 的 。 对 于 受到 外 界 约束 的 单个 刚体 ,其 自由 度 妈 的 计算 公 
式 可 取 为 

n= N-I (4.12) 
其 中 AN 为 该 刚体 不 受 外 界 约 束 (自由 运动 ) 时 ,确定 该 刚体 位 置 的 坐标 
数 (例如 ,刚体 作 一 般 运 动 时, 玉 = 6 刚体 作 定点 运动 和 平面 平行 运动 
时 ,NV = 3， 等 等 ) ,! 为 外 界 加 于 刚体 的 完整 约束 数 。 例 如 在 直线 轨道 


上 作 纯 滚动 的 圆 盘 ,其 六 = 3( 圆 盘 作 平 面 运动 :可 取 坐 标 为 Xeyycyg， 
其 中 C 为 盘 心 ,9 为 转角 ) ,1=2 ( 即 ye= 尺 = 盘 半 径 , xc= Rg;X 轴 治 
直线 轨道 ) ， 所 以 2=3-2=1， 这 种 方法 对 : 0 
帮助 的 。 

对 于 多 个 刚体 构成 的 力学 系统 ， 只 要 根据 刚体 相对 运动 的 概念 和 
公式 (4.12), 也 就 不 难 求 得 其 自由 度 了 ， 这 将 在 下 面 举例 说 明 。 

例 4.4 如 图 4-4 所 示 ,4B 杆 的 4 端 可 在 光滑 水 平面 Yy 上 自由 


滑动 ， 而 台 端 可 沿 z 轴 自 由 滑动 ， 试 求 杆子 的 自由 度 妈 及 广义 坐标 。 
【解法 一 】 将 4B 杜 看 成 是 由 4、B 两 点 (距离 保持 1) 组 成 (N = 
2) 的 系统 , 共 需 6 个 坐标 (Xas YY4y24) 和 (Xp，yp， 人 统 的 位 
置 。 现 在 有 4 个 约束 方程 
(Xa4— XB) + (Ya— yp) +(24 -2p):= 1 
24=03 Xp=yp=0 
所 以 ,由 (4.8) 式 ,h=3x2--4=2。 
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现在 来 取 广 义 坐 标 。 为 了 今后 计算 方便 ， 可 取 两 个 独立 的 骨 度 坐 
标 :q1=0(4B 村 与 z 轴 的 夹 角 ) ,4， 
= (4 已 在 xy 平面 的 投影 线 O04 
与 Ox 轴 的 夹 角 ), 如 图 所 示 。 

【解法 二 】 AB 杜 作 一 般 运 
动 ,N =6, 取 号 为 基点 (这 时 ,xs = 
ya= 0), 为 外 , 上 自转 角 9 = 0, 章 动 角 
0 与 za 有 关系 式 : fcosb = zp， 可 以 
看 出 ,也 是 4 个 约束 方程 。 那 么 ， 由 
(4.12) 式 ,N=6—4=2。 


图 4-4 
例 4,5 一 机 械 手 的 模型 ,如 图 4-5 所 示 , 它 由 四 个 刚体 4B .BC 
多 CE 机 DF 通过 贸 链 连接 构成 ,其 中 4 是 球 按 ， 


和 诊 ” B.C 和 了 DD 是 三 个 平面 贸 , 试 求 该 机 械 手 的 自由 
度 妈 及 广义 坐标 。 

【解法 一 】 显 然 这 是 完 整 系统 。 我 们 从 与 
固定 参考 系 相 联 系 的 刚体 4B (了 肪 ) 开 始 ,逐个 
计算 刚体 的 自由 度 , 同 时 选取 广义 坐标 。 

先 考虑 刚体 4B, 因 4 是 球 按 ,4 忆 作 定点 
此 NAN 转动 ,其 自由 度 太 , = 3 (约束 方程 数 = 0), 因 

此 ,可 取 三 个 欧 拉 角 bo 为 广义 坐标 ,这 样 就 
认为 4B 为 固定 的 。 再 考虑 与 其 相 联系 的 刚体 
BC ( 尺 挠 ) 相 对 于 4B 的 运动 ， 因 B 是 平面 匀 ，BC 作 定 轴 转 动 ， 故 


一 


入 ,=1(1,=0), 可 取 转 角 a 为 广义 坐标 。 同 理 ,在 认为 4B 和 BC 均 国 
定 的 前 提 下 ,考虑 到 刚体 CD (手掌 》 相 对 于 BC 是 作 定 轴 转 动 ， 所 以 


,=1 (1,=0), 广 义 毕 标 可 取 为 转角 B; 最 后 ,由 于 刚体 DF (手指 ) 相 


对 于 CD 作 定 轴 转 动 ，N,= 1(4,=0), 因 此 ， 可 取 广 义 坐 标 为 相对 转 
角 Y, 则 机 械 手 的 总 自由 度 为 
n= N+N,+Ns+N,=6 
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【解法 二 】 因为 每 个 刚体 有 六 个 自由 度 , 而 每 一 个 球 匀 要 减少 3 个 
自由 度 ， 每 一 个 平面 铵 又 要 减少 5 个 自由 度 。 所 以 机 械 手 的 自由 度 是 
(4x6)-3-(3x5)=6 

例 4.6 求 图 4-6 所 示 三 个 平面 刚 杆 系统 的 自由 度 。 
(1) 如 图 & ,曲柄 连 杆 机 构 (2) 如 图 0， 静 定 染 


4. 理想 约束 

所 谓 理想 约束 ， 就 是 在 由 N 个 质点 组 成 的 非 自由 质点 系统 上 ,全 
部 约束 反 力 EK, 在 任何 一 组 虚 位 移 OT,(2 = 1,2,°"° ;人 NN) 上 所 作 的 功 之 和 
等 于 零 , 即 


SR,.or,=0 - (4.13) 
t=1 


因为 系统 的 独立 坐标 变 分 的 数 国 为 ,所 以 《4,13) 式 实际 上 代表 
了 2 个 独立 的 关系 式 。e 
常见 的 理想 约束 有 下 列 几 种 (请 读者 自行 证 明 , 参 阅 文献 [4])， 
(1) 接触 处 绝对 光滑 ,如 光滑 明 线 .光滑 曲面 .光滑 饮 链 等 (不 论 是 
固定 的 还 是 按 已 知 规律 运动 的 )。 
(2) 接触 处 绝对 粗粮 。 物 体 在 接触 处 无 相对 滑动 ， 且 不 计 深 动 摩 
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擦 。 如 齿轮 哮 合 , 纯 滚动 等 。 

(3) 柔软 而 不 可 伸 长 的 轻 绳 ( 张 紧 )。 

(4) 刚性 轻 杆 。 

刚体 是 具有 理想 约束 的 质点 系 , 而 复杂 机 构 可 以 看 作 是 刚体 系统 。 
车 其 中 两 两 之 间 的 接触 都 是 理想 约束 ， 则 这 样 的 机 构 也 可 以 看 作 是 具 
有 理想 约束 的 质点 系统 。 

应 该 指出 ,在 某 些 情况 下 ,把 实际 的 约束 理想 化 是 不 允许 的 。 例 如 ， 
有 时 系统 中 的 摩擦 是 不 可 忽略 的 ， 则 常 可 这 样 处 理 ， 即 只 考虑 这 种 约 
束 的 法 向 反 力 ,而 把 摩擦 力作 为 未 知 的 主动 力 ,这 时 仍 认为 系统 是 理想 
约束 的 ,但 同时 要 将 摩擦 定律 作为 补充 条 件 列 入 。 


$4.2 虚 位 移 原理 和 达 朗 伯 原 理 


虚 位 移 原理 和 达 朋 伯 原 理 是 分 析 力 学 中 的 两 个 基本 原理 ， 我 们 将 
由 此 导出 质点 系 的 拉 格 朗 日 方程 。 


1。 诬 位 移 原 理 
它 又 被 称 为 虚 功 原理 或 可 能 位 移 原理 ,是 分 析 力学 中 判断 物体 
是 否 平衡 的 普遍 原理 。 2 


虚 位 移 原理 可 表述 为 :具有 定常 、 完整 ,理想 约束 的 质点 系统 , 设 其 
原来 是 静止 的 ， 则 要 保持 其 平衡 的 充 要 条 件 是 所 有 主动 力 在 系统 的 任 
何 一 组 虚 位 移 上 所 作 的 虚 功 之 和 6W 等 于 零 , 即 

6W = SP,:or,=0 (4。14) 


其 中 , 是 作用 于 第 i 个 质点 .上 的 主动 力 。 

虚 位 移 原理 作为 一 个 基本 的 力学 原理 ,可 以 不 必 证 明 而 直接 应 用 。 
当然 , 虚 位 移 原 理 与 牛顿 定律 是 一 致 的 ,从 牛顿 定律 推出 虚 位 移 原理 的 
证 明 可 见 附 录 亚 。 

虚 位 移 原理 也 可 用 质点 系 的 广义 坐标 - “…,4,) 来 表达 ,而 且 
形式 更 为 简单 。 注 意 到 

T=7,(4,4,,." ,9,1) 
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将 此 式 代 入 咒 位 移 原 理 (4,14) 式 , 艺 
OW = Spor,- P(e 30 }-F, 
-1 :=1\711 Cd 


= (EF F,. go ) 0q; 


twm 工 


令 
Q,= EP, Wt ,(7=1,2,..,7%) (4.15) 


这 就 是 对 应 于 广义 坐标 4; 的 广义 力 , 因 此 ， 虚 位 移 原理 成 为 
06g,= 0 (4.16) 


因为 在 完整 系统 ,64,(i =1,2,… ,4) 是 相互 独立 的 ,所 以 (4.16) 式 等 价 
Q,=0 (i=1,2,.",%) 

即 对 于 有 具 有 定常 ,理想 约束 的 完整 系统 ,如 开始 时 系统 静止 ， 则 在 力 系 

OR OR A 这 蚌 用 广义 坐标 表达 的 

虚 位 移 原理 。 

为 了 计算 广义 力 , 除 了 直接 按 定义 (4.15) 式 计算 外 , 另 一 种 办 法 是 
考虑 在 一 组 特殊 位 移 下 广义 力 所 作 的 功 。 设 要 求 广义 力 @;, 今 构造 一 
组 坐标 变更 ,使 第 7 个 广义 坐标 的 变 分 64; 三 0, 而 其 余 的 64,=0 (i= 1 
2，… ,Ns2 关 7) ,不 妨 取 064;= 1, 则 

6W = 3 ,04, = Q,04; = 8 


又 如 果 系 统 上 的 全 部 主动 力 都 是 有 势 的 , 设 总 势能 为 
U(q',q,,: “sdn) 
则 相应 于 9g; 的 广义 力 Q@; 为 


即 当主 动力 有 势 时 ,广义 力 为 
“150。 


Gy = 2 (1=1,2,.…,%) Ail) 


.501 
所 以 当主 动力 全 部 有 势 时 ,质点 系 平衡 的 充 要 条 件 又 可 写 为 

380 - 和 

0 Ye ,107 (4.18) 
这 说 明 质 点 系 在 平衡 位 形 处 ,势能 U_ 县 有 驻 定 值 , 进 一 步 还 可 证 明 ( 参 


阅 文献 [1]) ,如 果 势 能 在 平衡 位 形 处 达到 极 小 值 , 则 这 个 平衡 位 形 是 稳 
定 的 。 
在 实际 应 用 中 , 当 要 求 广义 力 时 , 先 把 系统 上 的 全 部 主动 力 分 为 两 
部 分 ,一 部 分 是 有 势 的 ， 设 其 总 势能 为 La; Ch) 另 一 部 分 是 非 
有 和 势 的 ， 设 其 虚 功 为 6W = 环 Q@;69;, 则 广义 力 为 
oU 


Qi = -a Qj,, (I = 1,2,. ,1), 


例 4.7 试 求 图 4-7 所 示 双 摆 系 统 的 广义 力 。 设 双 扫 由 轻 杆 O04 
和 4B 用 光滑 匀 相 连 ,在 杆 端 4 和 B 点 分 别 附 有 质量 为 m4, 和 1, 的 
质点 , 且 在 4B 杆 上 作用 有 力 偶 ,其 矩 为 工 ， 
在 已 端 还 作用 有 水 平 力 下 。 系 统 在 铝 熏 平 
面 内 运动 。 

【 解 】 取 双 摆 为 研究 对 象 , 则 系统 的 自 
由 度 2 =2， 取 广义 坐标 为 =b(O4 村 与 
竖 直 线 夹 角 ),4,=g(4B 杆 与 竖 直 线 夹 角 )， 
如 图 示 。 


系统 的 主动 力 有 重力 ， 水 平 力 酚 和 力 
偶 类 工 。 
重力 是 有 势 的 ,总 势能 为 
L = -~ melcos -28(l co0s0 +l,cos 9) 
非 有 势力 的 虚 功 为 


SW = F.6rs +L.60 
= F(lcos060+l,cosg6p) + Loop 
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系统 的 总 虚 功 为 
OW = — 6U + OW = Qo60 + Wedp 
所 以 广义 力 为 
,= [Fcos 6- (m+m,)g Sin0]/， 
0 =(Fcosg—- mg sinm)l,+L 
虚 位 移 原理 (4 14) 式 中 的 每 一 项 都 是 力 和 位 移 的 乘积 ,这 组 力 构 
成 平衡 力 系 ， 这 组 位 移 构成 约束 所 容许 的 微小 的 位 移 ， 所 以 利用 方程 


(4,.14) 式 可 解决 以 下 两 类 问题 ， 
(1) 当 虚 位 移 为 已 知 时 ,该 式 就 成 为 力 系 平衡 的 必要 条 件 ,可 用 来 
解决 平衡 问题 。 


(2) 当 力 系 是 一 个 已 知 的 平衡 力 系 时 ， 该 式 就 成 为 这 组 虞 位 移 所 
必须 满足 的 几何 方程 , 常 可 用 来 计算 各 种 结构 的 位 移 。 

例 4.8 一 倒 捍 系统 如 图 4-8 所 示 。 摆 犹 重 族 ， 摆 什 长 !。 在 摆 慎 的 
4 点 (0Q4=4) 连 有 一 刚度 为 的 水 平 弹 
筑 ， 当 摆 在 铅 直 位 置 时 弹簧 未 变形 。 若 不 
计 摆 杆 的 质量 , 设 捍 作 微 振动 ， 试 求 系统 的 
平衡 位 置 ,并 判断 其 稳定 性 。 

【 解 】 取 倒 摆 为 系统 , 则 系统 的 约束 是 
完整 ,定常 和 理想 (光滑 饮 , 刚 体 ) 的 。 

显然 ,系统 的 自由 度 %=1, 取 广义 坐标 
41 = 9( 摆 杆 与 竖 直 线 夹 角 )。 

现在 是 保 社 系统 (主动 力 为 重 为 和 弹性 
力 , 均 有 势 ) ,势能 是 

(J = -WI(l-coso)+ h(ap)’ 


二 一 1n2 人 1 2 2 
2Wi sin 2 + PC20 
二 广 (har- Wie? 


式 中 已 略 去 三 险 以 上 的 高 阶 小 量 , 则 出 虚 位 移 原理 ,平衡 条 件 风 


» 1 。 


到 
如 ~ =(ka- Wi)g=0 


所 以 平衡 位 置 为 @= 0， 
现在 是 一 个 自由 度 的 保守 系统 , 当 劳 能 具有 极 小 值 时 (5 > 0 )， 


平衡 位 置 是 稳定 的 ， 而 当 势 人 具 有 极 大 信 时 (已 信 


是 不 稳定 的 。 所 以 当 
ka:—- Wi>0 
即 a> 
时 ，g = 0 是 稳定 的 平衡 位 置 。 
例 4.9 图 4-9& 所 示 机 构 中 ， 各 杆 都 以 光滑 饺 链 相连 搂 ， 且 有 
AC=CE= BC=CD=DF=FE=1。 车 在 点 作用 一 铅 直 方向 的 力 
P, 不 计 各 丁 重 量 , 试 求 机 构 平 衡 时 , 支 座 如 的 水 平 约束 反 力 六 5。 


图 4-9 
【 解 】 虚 位 移 原 理 是 解决 主动 力 系 的 平衡 间 题 的 ， 这 里 却 要 求 约 
束 反 力 Xs, 因 此 要 将 Xs 看 作 主 动力 ,为 此 先 要 把 支 座 BB 处 的 水 平方 
» 53。 


间 的 约束 解除 ~ 以 方 六 a 代 准 ， 那 么 ， 机 构 变 成 如 图 45 所 示 的 形状 。 

现在 到 图 所 : 和 机构 为 对 象 ， 系统 的 约束 是 完整 , 定 第 和 理想 (学 
滑 贸 ) 的 。 

系统 的 自由 度 有 =1〔( 滑 块 B 可 沿 水 平方 向 运动 ), 坡 广义 坐标 为 
qi1=9(AE 村 与 x 轴 夹 角 , 如 图 )。 系 统 的 主动 力 有 卫 和 点 ,它们 是 非 
有 垫 力 ,其 虑 功 为 

OW = P6yp + XpOxs = P.6(31 Siag)+Xp.6(27 cos0) 
=3P cos 060 ~ 2X ol sin 060 

由 6W =0 得 


Xa=P ctgb 


2。 达 朗 伯 (D’Alembert) 原 理 
按 和 牛顿 定律 .质点 系 中 第 ;i 个 质点 的 运动 方程 为 
m= P+ BR,, (12=1,2,.…,NN) (4.19) 
其 中 可 , 和 R, 分 别 是 作用 在 第 i 个 质点 上 的 主动 力 和 约束 力 。 
为 使 动力 学 方程 在 形式 上 与 熟悉 的 静 力 学 方程 相同 ， 若 形式 上 将 
矢量 -zm7, 称 为 作用 在 第 i 个 质点 上 的 ( 达 郎 伯 ) 惯 性 力 , 则 运动 方程 
就 具有 下 列 形式 


Fi+Rt+(-mr)=0 (4,20) 
这 就 是 达 朗 伯 原 理 : 作 用 在 质点 系 中 每 个 质点 上 的 主动 力 \ 约 束 反 力 和 
惯性 力 ,构成 一 瞬时 平衡 力 系 。 


当 已 知 质点 系 的 运动 而 要 由 运动 方程 来 求 反 力 时 ,使 用 达 朗 伯 原 


理 往往 是 方便 的 。 
现 设 质 点 系 具 有 理想 约束 , 则 对 任意 一 组 虚 位 移 
Or, (2=1,2,.…, 人 NN) 


根据 (4.13) 式 有 
PR,or,=0 
将 (4,.19) 式 代入 ,得 


DP, -mi): 6r,=0 (4.21) 
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这 就 是 动力 学 普遍 方程 (又 称 人 方程 )， 它 
对 运动 中 任 一 瞬时 都 成 立 。 


3 4.3 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 


拉 格 朗 日 力学 的 主要 部 分 是 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 、 它 只 适用 于 理 
想 、 完 整 系统 8 另 有 第 一 类 拉 氏 方程 ,又 称 拉 氏 乘 子 法 , 它 既 适用 于 完整 
系统 ,也 适用 于 非 完整 系统 ,但 由 于 方程 数目 比 自 由 度数 目 要 多 ， 实 际 
使 用 不 多 , 解 非 完 整 系 的 另 一 方法 是 阿 佩 尔 (Appel) 方程 。 这 里 只 讨 
论 第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ， 人 简称 拉 氏 方程 。 

1。 方程 的 导出 及 其 标准 形式 

设 具 有 完整 、 理 想 约 束 的 质点 系 (由 人 六 个 质点 组 成 ) 的 自由 度 为 
,广义 坐标 是 91,4，，… ,4,; 则 第 i 个 质点 的 和 失色 可 表示 为 

,= T4192, ,dnt), (1 = 1,2,. ,NN) (4.22) 

将 上 式 求 导 一 次 即 得 速度 为 


k= dy» 上 
由 此 可 以 得 到 两 个 重要 的 关系 式 : 
er (4.23) 
84 9; 
及 2 4 
9g, -A a0g, t+ 89, 
郧 
or, _d /Or, 
Bo et (8!) (4.24) 
GE EI 


为 了 导出 拉 氏 方程 ， 先 将 动力 学 普遍 方程 (4.21) 用 广义 坐标 9 


67, = 习 5 nl (4.25) 
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< 那么 由 上 面 三 式 可 得 达 朗 伯 惯 性 力 的 嘎 功 之 和 为 


- Emi r= - DS (Em mi 


区 d or , d /ar 
= -> PI OT 名 7 (ja 
i 
~- 认 df 和 )sa, 
n | d 2 de | 3 
= 划 -- 下 人 全 3 )+ 到 (Em ) leg 
a We A 
-诸如 (名)- 妖 bo， a 
根据 广义 力 的 定义 (4.15) 式 , 可 将 主动 力 的 虚 功 之 和 表示 为 
EP, : 67, = E0604 (4,27) 
将 (4.26)、《4.27) 式 代入 动力 学 普遍 方程 21), 得 
人 37 区 
习 @,- St -+ -Ja = 0 (4,28) 


or 对 于 完整 系统 , 因为 % 个 
49; 是 彼此 独立 的 ,所 以 由 (4,28) 式 可 以 得 到 有 4 个 独立 的 标量 方程 


(es Q;, (j=1,2,%N) (4,29) 
# 了 

这 就 是 理想 .完整 系统 的 拉 格 朗 日 方程 ， 简称 拉 氏 方程 , 式 中 的 了 是 系 
统 的 总 动能 ,而且 已 表示 成 广义 坐标 4)、 广义 速度 9; 和 时 间 上 的 函数 ， 
即 加 

T=T(g,, ,gg ,Gt) 

今 设 系 绕 上 的 全 部 主动 力 中 ,有 一 部 分 是 有 势力 ,总 势能 为 7 ， 另 
一 部 分 是 非 有 势力 ,相应 的 广义 力 记 作 Q@/(j=1,2,… ,7), 则 广义 力 @， 
也 表示 为 
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Q,= -f+ (1 = 1，2 /的 


将 上 式 代 入 (4.29) 
0 oT aU 9 


| 


3d， 54 904; 


(4.30) 式 与 拉 开 方程 (4.29) 式 等 价 。 由 于 势能 UU 中 不 显 含 广义 速度 
Qf =1,2,.,N), 所 以 有 

d se VU) 1 aT-D) G6 

dr 8d， 9g; 4 
如 引进 拉 氏 函数 上 = 天 -UU,L 为 动能 和 势能 之 差 , 它 是 gj、4/、t 的 函 


数 , = 上 (gj,4y,t)， i 上 式 成 为 


人 (7= 1,2,...,1) 


(4.30) 


(4.31) 

这 是 常用 的 形式 ， 有 时 称 之 为 拉 氏 方程 的 标准 形式 ， 它 也 与 拉 氏 方程 
(4.29) 式 等 价 。 

拉 氏 方程 有 些 什么 特点 呢 ? 

第 一 ,方程 的 个 数 〈 都 是 标量 方程 ) 是 %, 与 系统 目 由 度 的 数 朋 相 
等 。 

这 是 拉 氏 方程 的 很 大 优点 。 例 如 对 于 由 人 个 质点 和 7 个 约束 组 成 
的 质点 系 , 拉 氏 方 程 的 个 数 为 4= 3N -71, 而 用 牛顿 方法 则 要 3N+7 个 
方程 (3N 个 生 顿 方程 和 /个 约束 方程 )， 并 且 拉 氏 方 程 中 的 动能 ,势能 
等 物理 量 都 是 标量 ,而 牛顿 方程 和 力 都 是 矢量 ,使 用 起 来 就 不 如 标量 那 
么 方便 了 。 

拉 氏 方程 (4.31) 式 的 左 端 ， 在 完成 d/di 的 运算 之 后 ， 将 包含 时 


闻 思 . 广义 坐标 9) ,应 义 速度 9; 和 广义 加 速度 q;(j = 1,2，… ,4)。(4.31) 


式 右 端 的 广义 力 G) (1 = 1)2，…,M) 通 常 都 是 大 0 、Gx( 有 = 1,2,… ,1) 
的 已 知 函 数 ， 


©,= ©,(t,g9»,9») (J=1,2,." ,19 
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所 以 拉 开 方程 (4.31) 由 天 个 二 阶 常 微 方程 组 成 ,其 中 有 刀 个 依赖 于 独 
立 变量 上 的 未 知 函数 4j。 pe 2 ?1。 由 于 决定 
2 自由 度 完 整 系统 运动 的 微分 方程 的 阶 数 不 可 能 低 于 22 (因为 根据 


变量 9; 和 4g;(j= 1,2,，…,M) 初 值 的 任意 性 ， 方程 组 的 解 至 少 应 该 包括 
27 个 任意 常数 ) ， 因 此 ， 广 义 坐 标 下 的 拉 氏 方程 具有 最 少 可 能 的 阶 。 
第 二 ， 拉 开 方 程 的 形式 具有 对 广义 坐标 的 不 变性 。 由 于 对 一 个 永 
统 来 说, 广义 坐标 的 选取 不 是 唯一 的 ,因此 ， 这 种 方程 形式 的 不 变性 增 
强 了 拉 氏 方程 的 实用 性 。 
第 三 ， 拉 氏 方 程 (4.31) 中 不 包含 未 知 约束 反 力 ,这 正 是 它 的 优点 
一 。 但 怎样 才能 求 得 约束 反 力 ER,(i=1,2,:…,N) 呢 ? 这 时 先 将 拉 
氏 方程 积分 ， 求 得 广义 坐标 gj( 轨 (7= 1,2,…,n)， 它 们 是 时 间 t 的 已 
知 函 数 , 然 后 代入 (4.22) 式 ,得 到 各 质点 的 矢 径 
Yi = q(t),.… ,q(t) ,1) (2= 1,2,.…,N) 
因而 也 就 可 以 确定 出 各 点 的 速度 和 加 速度 为 
Vt) = T(t) t= T(t) (i=1,2,.",N) 
以 及 
P(t,TVr) (= 1,2,.,N) 
于 是 ,未 知 反 力 就 可 以 由 下 式 求 得 : 


R=ma,-F, (12=1,2,.…,N) (4.32) 
在 实际 求 反 力 时 ,往往 可 适当 选取 分 离 体 ,应 用 牛顿 定律 或 普遍 定理 而 
方便 地 求 得 , 见 例 4.11。 


第 四 ， 用 拉 天 方法 求 系统 的 动力 学 微分 方程 组 有 径直 的 程序 可 
循 , 且 条 理性 强 。 一 般 的 解 题 步骤 是 :(1) 取 定 质点 系 ( 即 研究 对 象 ) , 明 
确 各 个 物体 作 哪 一 类 运动 ,并 分 析 约 束 的 性 质 ,决定 自由 度 % 和 选取 广 
义 坐 标 91,4，… ,4,3(2) 分 析 系 统 的 主动 力 ， 并 写 出 系统 在 惯性 参 考 
系 中 的 动能 和 势能 U, 以 及 拉 氏 函数 上 =T-U。 必 须 注意 ,了 和 U 


一 定 要 表达 成 广义 坐标 9, 广义 速度 4q; 和 时 间 的 函数 ;(3〉 再 计算 非 


有 的 力 的 广义 力 他 /(j=1,2,… ,7)3(4) 代 入 拉 氏 方程 (4.29) (4.30) 
或 (4.31) 式 中 的 任 一 个 , 即 可 求 得 该 系统 的 运动 微分 方程 。 
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例 4.10 如 图 4-10 所 示 , 质量 为 的 滑 块 可 沿 光滑 水 平 直 线 


0 
人 | k 有 
一 一 一 2 一 
CP 3) } 
| 了 
pt 
| 
; | 
a 
m2g y Is 
(ee)} (6) 


图 4-10 


滑动 ,其 右 侧 与 一 候 强 系数 为 & 的 弹 黎 相 连 , 左 侧 与 一 阻尼 系数 为 C 的 
阻尼 器 相连 , 滑 块 又 通过 匀 链 〇 与 轻 杆 (长 为 站 连接 ,该 杆 的 下 端 附 有 
质量 为 mx, 的 摆 锤 。 系 统 只 能 在 图 示 铅 垂 面 内 运动 , 试 列 出 此 系统 的 运 
动 微分 方程 。 

【 解 〗 取消 块 - 单 摆 - 弹 筑 - 阻 尼 器 为 系统 ， 则 该 系统 具有 完整 、 定 
常 和 理想 约束 ,系统 的 自由 度 14= 2, 取 广义 坐标 为 91 =%《〈 消 块 位 移 )， 
4:= 9 ( 摆 杆 与 竖 直 线 的 夹 角 ) ,如 图 2。 

系统 的 主动 力 有 重力 ,弹性 力 以 及 阻尼 力 。 系 统 的 势能 为 

U = Fh — m2gl cos 0 
非 有 势力 的 虚 功 为 
OW = -cz6x 
所 以 
©, = -cz, Q,=0 
又 动能 为 
2 FM 十 M(t 十 1202 一 2Xlgcos 0) 
= 六 (7 十 1JZz ) 和 十 mal 一 112 740 COS 0 


由 拉 氏 方程 (4.31) 式 ， 得 
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《JJ + ms) xX- mol gcos g+ mal gsin 9 十 5C 和 十 YX 一 0 


ml pg— ml xcos p+ mglsinp=0 
如 本 例 中 没有 强 复 及 图 尼 器 (= c=0)， 则 质点 02; 在 平面 上 的 运 
动 轨 迹 为 一 顶 园 : ,此 时 该 系统 称 为 椭圆 摆 。 
2。 有 势 系 统 的 拉 氏 方程 及 其 首次 积分 


如 果 系 统 上 的 全 部 主动 力 都 是 有 势 的 ， 则 我 们 就 称 该 系统 为 有 势 
系统 。 


因为 有 势 系统 的 @; = 0(7= 1,2,…;MN)， 所 以 拉 氏 方程 (4.31) 式 就 
具有 更 加 简单 的 形式 : . 
darL oL | ee 
ee Ce ET (j=1,2,.… ,1) (4.33) 
由 上 式 可 知 ， 只 要 给 定 函 数 了 ,就 能 构成 系统 的 运动 方程 。 所 以 给 定 志 
就 等 于 给 定 了 力学 系统 ,因此 把 工 称 为 特性 函数 〈 以 后 还 有 其 他 的 特 
性 函数 )。 当 然 一 个 系统 的 拉 氏 函数 区 并 不 是 唯一 的 ,例如 由 于 零 势 能 
的 不 同 取 法 ,势能 U， 因 而 拉 氏 函数 工 可 差 一 个 常数 ,但 由 (4.33) 式 
可 知 ,运动 方程 还 是 相同 的 ,这 时 可 认为 是 同一 个 拉 氏 函数 。 
因为 (4.33) 式 是 一 组 具有 2 个 二 阶 常 微 分 方程 的 方程 组 ,对 于 大 
多 数 力 学 系统 ,要 将 运动 方程 完全 解 出 来 ,好 用 初等 函数 或 定 积分 来 表 
示 是 不 可 能 的 。 然 而 ,车 能 求 得 方程 的 某 些 首次 积分 ， 尽 管 未 能 完全 解 
出 方程 ,但 也 能 得 到 系统 的 许多 性质 。 这 些 首次 积分 的 求 得 ,通常 与 广 
义 坐 标的 适当 选取 有 关 。 有 势 系统 的 首次 积分 有 两 类 : 
(1) 循环 积分 
如 果 函 数 工 不 依赖 于 广义 坐 款 gj， 而 只 含有 它 的 导数 “9;, 则 43 移 
为 系统 的 循环 坐标 。 对 于 循环 坐标 gy 应 有 
el 
39; 


对 于 有 势 系统 ,由 ee 


=0 


.25 -常数 = C (4。3 妈 
O04d) 
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因为 在 了 -中 不 含 广义 坐标 对 时 间 上 的 两 阶 导数 ， 所 以 (4.34) 式 是 兽 
次 积分 ,并 称 为 循环 积分 。 我 们 已 知 2 或 2 是 对 应 于 9; 的 广义 
L i 


动量 ,所 以 循环 坐标 的 物理 意义 是 :对 应 于 循环 坐标 的 广义 动量 守恒 。 
它 把 第 三 章 中 的 动量 守恒 和 动量 矩 守 恒定 律 统 一 起 来 了 。 系 统 的 循环 
谷 标 可 以 不 止 一 个 ， 有 几 个 循环 坐标 ,就 可 得 到 几 个 循环 积分 。 

(2) 广义 能 量 积 分 

由 (4.33) 式 还 可 方便 地 求 得 另 一 种 首次 积分 。 为 此 只 要 将 (4.33) 
式 中 每 个 方程 都 浪 以 4;, 然 后 相 加 ,得 
Ke < 5 sO, 


全 di \8 后 .04 59 


在 上 式 两 端 加 上 和 式 0 4) ,就 可 将 上 式 左 端 写 成 全 微 商 ， 


(i 4 让 (05 GG + 1) 


dL 37 
dt 2 
最 后 的 等 式 是 由 于 上 = 工 (9;,4;,t) 而 得 到 的 。 于 是 
' a /uel ;jy aL 
| HF 2779 0- 工 )=- 霹 (4.35) 


车 工 不 显 含 时 间 t, 即 9E-=0, 那 么 ,可 由 上 式 得 首次 积分 为 


aL, 
-LL= 


para en ne 


or Or, 
= mri= + Mm, 3 : od aE ) 


= 了 +7+7。 
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其 中 
RAR 
2 a Og; Fd di, = 7 pel EL qjqy 


即 人 ,全 ,7 分 别 是 广义 速 度 91 4;,… ,4; 的 齐 次 二 次 式 ， 齐 次 一 次 
式 和 齐 次 零 次 式 ( 不 含 广义 速度 )。 则 


根 根 欧 拉 齐 次 函数 定理 ,可 得 
有 Py A EY es 
3 


7 人 (4.37) 
所 以 (4.36) 式 可 写 为 
T,-T,+U=h (4.38) 
容易 证 明 , 若 约束 是 定常 的 , 则 上 式 就 是 机 械 能 守恒。 实际 上 ,此 时 质点 
系 的 动能 荆 = 了 ,, 即 了 ,= 了 了。=0, 故 
LG-L=T+IU=E (4,39) 
1“109) 
对 于 非 定常 约束 ， 且 当 9ZL/8at= 0 时 ,首次 积分 (4.36) 式 就 存在 ， 
但 这 时 〈4.39) 式 不 成 立 , 即 系统 的 总 机 械 能 不 守恒 ,所 以 把 (4.36) 式 称 
为 广义 能 量 积分 或 雅 可 比 (Jacobi) 积 分 。 
如 果 我 们 把 机 械 能 守恒 的 系统 称 为 保守 系统 , 则 由 前 而 可 知 , 它 应 
满足 三 个 条 件 :约束 是 定常 的 ;主动 力 全 部 有 势 ; 势 能 不 显 合 时 间 。 必 
须 指 出 ,这 里 讲 的 势能 是 指 主 动力 的 势 ,而 第 三 章 中 的 势能 是 全 部 刀 ( 包 
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括 主动 力 和 约束 力 ) 的 势能 ,因此 两 处 机 械 能 守恒 的 条 件 是 有 差别 的 。 
人 鲍 4.11 如 图 4-114 所 示 , 半 径 为 7, 质 量 为 m 的 匀 质 圆柱 沿 竖 
直 平 面 内 的 固定 大 圆柱 (半径 为 R) 作 纯 深 动 , 求 接触 点 C 处 的 摩擦 力 f。 


CN 


图 4-11 
【和 解 】 取 小 贺 柱 为 系统 。 因 为 它 只 滚 不 滑 ， 所 以 注 摩 擦 力 不 作 功 ， 
系统 具有 理想 ,完整 ,定常 约束 ,系统 的 自由 度 2= 1, 取 广义 举 标 为 41=0 


(圆心 连 线 OG 与 竖 直 线 的 夹 角 )。 系 统 的 主动 力 只 有 重力 ,是 有 势 的 ， 
其 势 为 z z 


U=mg(r+R)cos 0 
设 小 圆 的 绝对 角速度 为 %, 则 由 只 滨 不 消 的 条 件 得 


r= (r+ R)O (1) 
因此 动能 为 


Ee 202 1 .122 
.SS mr + PR):0 5 3 M7°0 
3 
4 
代入 拉 氏 方程 (4.33) 式 得 


三 -一 JJ (7 十 R)202 
AG + R= moe(y+ RR)sing 
好 


。163 ， 


(++ RR) 06- 3g sind (2) 


由 于 拉 氏 方程 是 求 不 出 理想 约束 力 的 ,因此 ， 现 根据 牛顿 力学 , 取 
小 加 为 分 离 体 , 作 受 力图 如 图 &。 由 相对 于 质心 的 动量 矩 定理 ,得 


» mp=7f 
. (1)、(2) 两 式 代 入 上 式 , 即 得 摩 探 力 为 
f= Mg sin 0 


例 4.12 人造 卫星 的 运动 。 如 图 4-12， 质 量 为 1m 的 人 造 地 球 卫 
量 在 地 球 引 力作 用 下 运动 ， 试 求 卫星 的 轨迹 方程 及 其 运动 规律 。 

【 解 1 以 卫星 为 对 象 ， 以 地 心平 动 系 为 参考 系 。 受 地 球 引 力作 用 
的 卫星 必 在 通过 地 心 的 固定 平面 内 运动 ,现在 此 平面 内 建立 极 坐标 系 ， 
即 以 地 心 为 坐标 原点 , 任 选 一 方向 为 极 轴 Xx 。 卫 星 的 自由 度 4=2， 取 
极 党 标 (7,0) 为 广义 坐标 (如 图 示 )。 

卫星 的 动能 为 


T= Fm? +Y202) 


地 球 引 力 势 能 为 


系统 有 两 个 首次 积分 , 即 
机 械 能 守恒 ， 


m7: +7) - EF=E (1) 
夫 于 9 的 循环 积分 : 
zy20 = C， (2) 
上 式 中 万 和 C, 都 是 常数 ,(2) 式 就 是 开 普 勒 第 二 定律 。 
为 求 运动 坝 迹 ,将 (2) 式 代 入 (1) 式 ,消去 0, 得 
“64。 


2 、 
7 = +V2 人 2 (3) 
由 《3) 式 与 (2) 式 消去 dt, 即 得 


-和 0 a 2 + 人 4 
通过 分 离 变 量 和 求 积 分 ,得 到 卫星 的 轨迹 方程 为 


1+ecos(0— 0,) (5) 


其 中 b。 是 卫星 初始 位 置 的 矢 径 与 轴 的 夹 角 。 又 


SV EE) © 
(5) 式 中 的 参数 2 和 e 分 别称 为 半 通 径 和 偏心 率 , 且 当 e=0 时 轨道 为 
圆周 , 当 0<e<<1 时 轨道 为 椭圆 ， 当 e= 1 时 轨道 为 抛物 线 ， 而 当 e>1 
时 轨道 为 双 曲 线 。 对 于 人 造 地 球 卫 星 , 应 有 0 委 e 委 1, 当 轨道 是 椭圆 时 ， 
坐标 原点 ( 即 地 心 ) 是 它 的 一 个 焦点 ,这 符合 开 普 勒 第 一 定律 。 如 下 * 轴 
通过 轨道 的 近地点 ( 见 图 ), 则 (5) 式 成 为 


= 
本 元 下 CT (0<<e<1) 《7) 


现在 求 运动 规律 。 将 (7) 式 代入 (2) 式 ,并 利用 (6) 式 ,可 得 到 


db _C 
人 br-(1+e cos 0)’ . (8) 
设 9= 0 时 t= 0, 则 有 
tb 0 a0 
7 (1+e@ Cos0)? 0 


注意 到 (9) 式 右 端 积分 后 会 含有 反正 切 函 数 
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(1 -etgs 
(1 -~ e2)!’? 
当 0> 土 x, 土 37,… 时 ,上 式 要 出 现 跳跃 , 贱 度 为 - x,(9) 式 最 后 可 写 
成 如 下 形式 ， 
当 (2 一 1)r<0<(27+1)z 时 


oO(0) = arctg 


-10)=.2 a a 《Le)te 2 | 
t 1(0) Re (1 一 2)302 arc tg (1—- C3) ] 一 Cz 1+ecost 
3/2 
2 
+ rin (2=0,1,2,."…) (10) 


上 式 称 为 时 间 关 于 转角 的 表达 式 。 这 个 时 间 公 式 很 有 用 ， 例 如 可 求 得 
卫星 的 周期 + 为 


3/2 
二 两 2 
7Y= i125) -1(0)= hs EE (11) 


设 卫星 的 近地点 高 度 为 有 ,远地点 高 度 为 hs， 地 球 半 径 为 R， 由 于 从 
(7) 式 可 得 


别 
p -1( p p )=R+ +a 


= 一 = 一 > 
1—-e: 2\1i+e i—e 


其 中 4 是 椭圆 的 半 长 轴 。 这 样 周期 (11) 式 可 表示 为 


a me" (12) 


这 就 是 开 普 勒 第 三 定律 。 
下 面 对 我 国 的 “东方 红 -1 号 ?卫星 作 具 体 计算 。 
已 知 卫 星 的 近地点 高 度 有 = 439 km， 远 地 点 高 度 h。=2384 Km， 
地 球 引 力 常 数 4= 1.4349708 x 10 了 m/min?。 因 卫星 和 的 近地点 于 最 初 
阶段 在 赤道 附近 上 空 , 故 取 R 为 地 玻 赤 道 半 径 , 即 尺 = 6378km, 则 轨道 
系数 为 
“166。 


Zaxzy mn 


Yax — 68 1 
C= max min = je -二 77668 sm 

i 0。.12485， bp 0 

所 以 轨道 方程 为 
7668 
1+0.12485 cos0 
同样 可 算得 时 间 表 达 式 为 
0 Sin bg 
1= 49) = ( 5)- 一 
£1(0)=36.297arctg( 0.8821 tg 2.2481— 0-12485C08D 


+36.297zi (2i- Dxr<0<2itl)zr, (i=0,1,2,."°) 
而 周期 为 
: t= 36,.2977 = 114.03 min 
例 4.13 如 图 4-13 所 示 ， 均 匀 杆 4B 的 三 分 之 一 放 在 水 平 桌面 


( 


0) 图 4-13 To 


空 端 用 手 托 住 ,使 村 保持 水 平 , 今 突 然 将 手 释 放 , 杆 就 绕 桌 边 O 〇 点 
de dr 
足 关 系 式 
| u4=2tga 

【证 】 取 4B 杆 为 对 象 ， 设 t= 为 杆 开始 滑动 的 时 刻 ， 现 讨论 
1E [0 六 ]。 因 杆 在 CO 点 无 滑动 , 且 具 有 理想 ,完整 ,定常 约束 。h= 1;9: 
= 0CA4B 杆 与 水 平 线 来 角 ), 设 杆 长 为 1 质量 为 mp。 那么 


ya mled, U= ~ mg sin ,©, =0 
一 


由 机 械 能 守恒 可 得 
“167， 


1 202 1 . 
18 ml20 二 6 mgl sin b= 0 
解 出 


= -是 sinb (1) 


现在 要 求 6(t1) = cc, 时 杆 开始 发 生 消 动 , 即 在 O 点 处 静摩擦 力 f 达 
到 最 大 值 ,f = ULY，, 这 要 用 普遍 定理 来 解 。 
作出 二 瞬时 4B 杆 的 受 力图 ,如 图 5。 


由 质心 运动 定理 得 
1202(t,) 4 -ME SIQC + ulV (2) 
me) =mg coso-N (3) 
将 利用 (1) 式 , 即 可 求 得 ”4=2tga 证 毕 


3。 诺 德 (Noether) 定理 
前 已 指出 ， 对 于 有 势 系 统 ,如 果 在 拉 氏 函数 中 存在 循环 众 标 , 则 可 
立即 求 得 运动 微分 方程 的 首次 积分 。 但 首次 积分 并 不 总 能 从 拉 氏 画 数 
的 明显 对 称 性 中 得 到 ,也 不 总 是 具有 简单 的 形式 。 实 际 上 ,各 种 守恒 定 
律 (包括 动量 守恒 ， 动 量 矩 守恒 以 及 能 量 守恒 等 ) 都 是 一 个 更 为 普遍 的 
定理 的 特殊 情形 ,这 个 定理 就 是 诺 德 (Noether) 定理 ， 它 是 由 德国 女 
数学 家 诺 德 在 1918 年 提出 的 ,后 经 许多 学 者 的 简化 和 普及 ， 已 经 便于 
表达 和 应 用 。 下 面 简单 地 作 一 讨论 。 
设 力学 系统 是 有 势 的 ,加 具有 个 自由 度 , 其 广义 坐标 为 41,d3,°"* 
引 , 拉 氏 函 数 为 L(q,9,t)。 假 如 存在 单 参量 变换 族 ， 使 原 变量 41,4， 
…,4nst 变换 到 新 变量 Q1,9,…， ws 让 即 : 
qi= Ng, ,tss), LER,G,t6), (i=1,2,.5N) (4.40) 
且 有 : 
(Gi) = Gs, to=t, (i=1,2,.,N) (4,41) 
其 中 s 其 连续 变化 的 参量 , 它 独立 于 坐标 4, 和 时 间 t。 
。 1868。 


如 以 新 变量 多 = 2 .和 空 代替 原 恋 量 9 .6 和 t， 则 就 得 到 


新 的 拉 反 函数 /人 (人 ,927 ) ,假如 存在 函数 F(q ,外 1,t) 满 足下 列 方程 ， 


{ 玉 [z (tA | 


出 该 拉 氏 系统 存在 首次 积分 7。 


1=L(g,q,t) 人 二 3 
# 


人 4 2 (4.43) 


式 (4.42) 中 的 下 是 下 的 全 导数 。 通 常 可 取 玉 = 常数 ,特别 下 0。 
以 上 就 是 诺 德 定理 。 为 了 证 明 它 , 先 引进 记号 


ad 人 . 
全 (各 。 4 。 利 瑟 = (Fr) ,i= 1,2, ,1) (4.44) 
则 (4.43) 式 就 简 记 为 
- 4.B) = 常数 (4,45) 


现在 把 4 和 上 展开 为 s 的 震级 数 , 并 注意 到 (4.41) 式 和 (4.44) 式 , 就 
有 


水 = 人 > S+ "= +As+.. 


a 


t=t+Bst+. 
由 此 ,有 
。169。 


9;=d， +4s， f= 1+Bs 
则 


令 S=0, 可 算得 


《9; ), -= qi, (2) ,0 = 1， (S90 到 4 


dt. 
Ea 、 3 /dy i 
( Os ms Ee qiB 
注意 到 
aL(g,d dg/ di,t) 一 2L(q,qg ,1) 
hee | “一 ,等 等 
现 把 (4.42) 式 中 对 s 的 导数 直接 写 出 ,得 到 
aL 89 aL a(dqi/dt) , 8L 2t 1~ 
| > ge 3 一 | 
+ Da (dg,/di) Os ot 
af Fr 
tL 


把 前 面 s=0 I 就 得 
57 4 A + OFB+L B=F (4.46) 
上 式 中 工 = 上 (4,4,!) ,对 (4.46) 式 左 端 第 一 个 和 式 , 用 拉 氏 方程 代入 ， 


BD 
» 170。 


又 因 
2 1 
q 


i 


aLr _dL DE 
7 ”df ~ 0g 9- 人 9 


i 


把 以 上 两 式 代 入 (4.46) 式 ,就 得 到 完全 导数 为 : 


d _ 2L ,4 .gqg,B)|=0 
rr|LB F+ i (Ai— 4g ) | : 


Li 


由 此 立即 得 到 (4.45) 式 , 诺 德 定理 证 毕 。 
这 个 定理 的 证 明 比 较 繁 ,幸运 的 是 , 它 的 应 用 却 比 较 简 单 。 特 别 ,如 
果 取 单 参数 变换 族 为 


gi'= gi(q,g,t;s), t =t,(i= 1,2,.,h) (4.47) 


且 (qat = 


又 取 函 数 瑟 (Cg,qg, = 0, 则 诺 德 定理 可 叙述 为 
如 果 恋 换 式 (4.47) 使 拉 氏 注 数 工 保持 不 变 , 即 


L(Q,q,t) =L(q,q,!) (4.48) 

则 该 系统 必 存 在 下 列 首 次 积分 : 
_ woL(g, gt) (099 4 49 
/4 


下 面 举例 说 明 其 应 用 。 
例 4.14 和 2 个 质量 分 别 为 m1 I, 9 ,0% 的 质点 ,可 沿 光 滑 水 平 环 
移动 ,各 质点 由 弹簧 连接 (如 图 4-14)。 取 第 i 个 质点 距 环 上 OO 点 的 弧 


长 为 广义 坐标 9,。 试 选取 适当 的 单 参数 变换 族 9, = 41(4y,5) (i,j = 1,2， 


积分 是 ag。 


Es 


《 解 〗3 力学 系统 由 2 个 质点 和 弹簧 组 成 , 具有 完整 、 定 常 和 理想 
约束 。 系统 的 自由 度 为 广义 坐标 为 di,d3,°'" ,dno 则 拉 氏 函数 为 


7(9 们 = 译 史 m 作 -二 加 CD- 二 Cg (1) 
现 取 一 组 特殊 的 单 参数 变换 

qi= qi+s, t=t, (2 = 1,2,..,%)(2) 
普 然 它 满足 诺 德 定理 的 条 件 , 即 

(GN so=gs (=12,%5N) (3) 


L(g,g) =L(g, 9) (4) 图 4-14 
那么 ,由 诺 德 定理 (4。49) 式 有 
二 S DL_ Bg 二 AS 7 了 
4 癌 34， 2s Wm 4 证 学 


例 4.15 设 力学 系统 的 拉 氏 函数 对 于 时 间 平 移 是 不 变 的 , 即 拉 开 
函数 不 显 含 时 间 。 试 由 诺 德 定理 求 该 系统 的 首次 积分 。 
【 解 】 选取 单 参数 (5S) 变 换 族 为 ; 
= =i+ts, (i=1,2,.",N) (1) 
又 取 (4.45) 式 中 的 浮 数 五 = 0。 则 容易 验证 ， 诺 德 定理 的 条 件 是 满足 
的 ,系统 的 首次 积分 为 z 


T=L- 2 常数 (2) 
Og 


显然 ,这 就 是 广义 能 量 积 分 。 


。 新 2 。 


习 题 . | 
4-1 记 对 下 列 各 系统 ,说 明 约 束 性 质 ,并 求 自由 度 和 广义 坐标 ; 


“系统 |。 _ 约 东 性质” | 自由 度 . 广义 他 标 


ee 


Pe 


理想 ， 完整 ， 定名 


圆柱 在 水 平面 上 运动 


理想 ,完整 ,定常 


1。 绝 对 光滑 


2 、 绝 对 组 颖 


水 平面 上 两 圆柱 


1。 接触 均 光 滑 


”2。 接触 均 绝对 
粗 类 


3 ”地面 光 滑 ， 柱 面 间 绝对 粗糙 
可 转 框 架 与 杆 4B 


1 。 光 浓 接 触 


2 。 光 浓 接 触 且 
已 知 框 架 角 
速度 w(t) 


Be 
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续 束 


和 统 约束 性 质 | 自由 度 ,广义 储 标 ”| 
重 质点 沿 粗 桂 族 轮 线 下 滑 | 


一 一 一 | 


圆柱 沿 斜 面 运动 
1 .接触 均 光 滑 


2. 斜 面 作 等 加 速 
直线 平 动 


链条 自 光滑 吵 面 下 少 


两 杆 在 A 点 饺 接 ， 
且 与 定 圆 柱 相 切 


调 速 器 04 杆 ,转速 
w=w() 为 已 知 


4B 杆 ,光滑 接触 
4 点 沿 z 轴 ,B 点 在 
xy 面 上 : 


六 


4-2 长 度 同 为 7 的 轻 棒 四 根 , 论 滑 地 联 成 一 凌 形 4BCD。A4AB、 
44D 两 边 支 于 同一 水 平 线 上 相距 为 24 的 两 根 钉 上 ，BD 间 用 一 轻 强 
联结 ,C 点 上 系 一 重 物 WW 设 4 点 上 的 顶 角 为 24， 试用 虚 功 原理 求 
绳 中 的 张力 9。 


题 4-3 图 


4=3 在 光滑 固定 圆柱 上 放置 着 长 为 21, 重量 为 也 的 两 根 均 匀 杆 
4B、A4D, 两 杆 用 光滑 匀 链 相连 于 4 点 ， WR 并 讨论 
其 稳定 性 。 已 知 圆柱 的 半径 为 7。 

4-4 质量 为 m 的 小 珠 可 在 铬 垂 放置 的 
光滑 固定 贺 环 (半径 为 +) 上 自由 滑动 。 一 自 


然 长 度 为 1、 侦 强 系数 为 的 无 重 弹 筑 的 一 | 
端 4 固 结 于 圆 环 的 最 高 点 ， 另 一 端 刀 与 小 , 
珠 相连 。 试 求 在 什么 条 件 下 小 珠 存在 平衡 位 i 


置 ? 求 出 该 平衡 位 置 并 讨论 其 稳定 性 。 
4-5 软 链 的 一 端 44 回 连 于 任意 形状 的 光滑 曲面 上 ,其 另 一 端 B 


自 由 下 垂 ,如 图 所 示 。 试 证 软 链 上 任 一 点 M 的 张力 为 


S=oh 
其 中 o 为 软 链 单位 长 度 的 重量 ,hh 为 M 点 离开 自由 端 B 点 的 高 度 。 
4-6 一 根 长 为 24、 质 量 为 访 的 负 质 连 村 AB, 其 上端 4 通过 无 重 
小 滑轮 与 一 弹性 系数 为 的 水 平 弹簧 相连 ,在 连 杆 的 已 端 作用 有 水 平 
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力 五 , 连 杆 上 还 作用 有 力 偶 , 其 撼 的 大 小 为 工 , 方 向 如 图 。 所 有 的 接触 都 
是 光滑 的 , 求 连 杆 4B 在 铅 垂 面 内 的 运动 微分 方程 。 


题 4-5 图 题 4-6 图 


4-7 质量 为 M ,半径 为 玉 的 光滑 半球 ,其 底面 放 在 光滑 的 水 平 出 
上 ,有 一 质量 为 的 质点 沿 此 半球 面 滑 下 。 设 质点 的 初 位 置 与 球 心 的 联 
线 和 竖 直 方向 上 的 直线 间 的 夹 角 为 a, 并 且 起 初时 这 系统 是 静止 的 , 求 


此 质点 消 到 它 与 球 心 的 联 线 和 竖 直 线 间 的 夹 角 为 时 6 的 值 。 


题 4-7 图 
4=8 ”质量 相同 的 两 个 小 球 4 .已 用 长 为 ! 的 轻 杆 相连 ， 然 后 放置 


初速 9,, 其 方向 与 4B 牌 直 , 而 B 静 ”一 -~ ~ 一 一 一 一 一 


于 光滑 水 平面 上 。, 初 治 时 ，4 球 具有 和 wy 
二 了 


止 。 试 证 4、B 球 的 运动 轨迹 均 为 旋 轮 中 
线 ,并 求 杆 中 的 张力 $。 ee 
4-9” 勾 质 圆柱 体 半 径 为 R, 质量 
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为 MM , 放 在 粗糙 的 平面 上 , 设 其 初速 为 wm 方向 水 平 向 右 , 同 时 , 它 又 以 
初 角 速 ou 沿 顺 时 针 方向 转动 ， 且 woR 二 tw。 如 圆柱 体 与 平面 的 摩擦 
系数 为 了 , 间 经 过 多 长 时 间 ,圆柱 体 才 能 只 滚 不 滑 地 向 前 运动 ,并 求 该 
瞬时 圆柱 体 中 心 的 速度 。 

4-10 赤道 同步 卫星 。 要 求 发 射 一 运动 轨迹 为 圆 形 轨道 的 同步 卫 
星 ,使 固定 在 地 球 上 的 人 看 到 此 卫星 是 不 动 的 , 试 求 此 卫星 轨道 的 半径 
7 及 离 地 面 的 高 度 有 及 ( 注 : 地 球 自 转 周期 为 23 小 时 56 分 4 秒 )。 

4-11 在 一 个 匀 质 轮 ( 质 量 为 44 ， 半 径 为 尺 ) 的 边缘 上 固 连 一 个 
质量 为 m 的 质点 ， 轮 子 沿 光滑 水 平 直 线 轨道 运动 。 如 图 ， 取 (%,0) 


为 广义 坐标 , 求 系统 的 动能 .势能 表达 式 , 建 立 拉 氏 方程 ,并 证 明 下 式 
成 立 


全 MM + 3 ) 十 712 SIn? 0| b+micos 0:sin0.0: +m( M+ 


m)n:sin0 =0 pb 
其 中 %:=g/R。 | 
s | ' 
| 
0 7 
题 4-11 题 4-12 图 


4-12 一 个 质量 为 M 的 物 块 静止 于 光滑 的 水 平 虹 面 上 ， 物 体 上 
开 一 内 壁 光 滑 、 半 径 为 4 的 圆柱 形 孔 ， 孔 的 轴 是 水 平 的 。 有 一 质量 为 
m 的 小 珠 静止 于 孔 上 , 且 位 于 通过 物 块 质心 的 垂直 面 内 。 假 设 突然 给 
物 块 以 速度 ”( 小 珠 静止 ) ， 其 方向 沿 与 孔 轴 相 垂 直 的 方向 。 证 明 , 车 
只 =28C(M+7MM)/M, 则 小 珠 恰 可 升 至 轴 的 水 平 线 上 ;以 及 当 小 珠 再 次 
到 达 圆 孔 上 最 低位 置 时 , 物 块 的 速度 为 (M 一 m)2/(M +m)。 

4-13 ”半径 为 忆 的 均 质 圆柱 初始 时 静止 在 台 边 上 ,这 时 a= 0。 由 
于 受到 小 扰动 而 无 滑动 地 滚 下 ， 如 图 示 。 求 圆柱 体 离开 水 平台 子 时 的 


。 177。 


夹 角 c 和 此 时 图 柱 的 角速度 @ 。 


起 4-13 图 题 4-14 图 


4-14 质量 为 Ma 的 质点 悬 在 一 线 上 , 线 的 另 一 端 绕 在 一 半径 为 下 
的 固定 圆柱 体 上 ,构成 一 摆 。 设 在 平衡 位 置 时 , 线 的 下 垂 部 分 的 长 为 /， 
且 不 计 线 的 质量 , 求 此 摆 的 运动 微分 方程 。 

4-15 长 为 2/、 重 为 素 的 匀 质 杆 4B 绕 光 滑 贸 链 4 摆动 ， 当 杆 
摆 到 铅 垂 位 置 时 ,其 角速度 为 oo, 此 瞬时 铵 链 4 突然 撤去 ， 求 以 后 杆 
子 质心 C 的 运动 轨迹 以 及 杆 的 角速度 Q( 杆 长 为 27)。 


pd 
下 He 、 
LL 和 
题 4-15 图 题 4-16 图 


4-16 在 长 为 27 的 轻 杆 两 端 各 系 有 一 个 质量 为 m 的 质点 就 组 成 
哑铃 状 人 造 卫 星 。 试 求 此 卫星 在 地 球 引力 场 中 作 平 面 运动 时 的 运动 油 
分 方程 及 其 初 积分 。 
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第 五 章 ”牛顿 法 和 拉 氏 法 的 应 用 


在 掌握 了 牛顿 力学 和 拉 氏 力学 的 基本 方法 以 后 ， 可 以 用 它们 来 锯 
决 许多 力学 问题 。 下 面 我 们 来 介绍 这 两 个 方法 在 几 方 面 的 应 用 ,同时 ， 
我 们 都 尽 可 能 地 把 两 种 方法 结合 起 来 ,各 取 所 长 ,以 便 迅 速 、 正 确 地 解 
决 力学 问题 。 


$5.1 刚体 动力 学 


经 典 的 刚体 动力 学 在 工程 技术 中 有 许多 应 用 ,近年 来 由 于 宇航 , 运 
动 生物 力学 的 发 展 ,多 刚体 系统 的 研究 日 益 增 多 ,但 刚体 动力 学 仍 是 它 
们 的 重要 基础 。 

我 们 已 经 讨论 了 刚体 的 定 轴 转 劲 和 平面 运动 动力 学 ， 在 这 一 节 要 
讨论 刚体 的 定 扩 转动 和 一 般 运 动 。 

1。 惯 量 和 矩阵 

设 某 刚 体 绕 固定 点 OQ 转动 ， 它 的 瞬时 角速度 矢量 是 w, 现在 要 求 
此 刚体 的 动能 。 我 们 把 刚体 看 成 质点 系 , 则 由 定义 


并 二 mw 
4 


这 里 之 是 对 组 成 物体 的 一 切 质 反 取 和 ,并 县 已 经 省 略 了 质点 编号 的 指 
标 , 由 于 速度 


VD, = XN, 
以 及 
(WXT = (OXT) OXT)=I7T, xX (wxT,)l:w 
=[7iw— (OFTOT w=0O07i— (wT,)* 
因此 动能 4 可 以 表示 为 
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ye 53 mw? — (wir,):] (5.1) 


为 了 将 动能 用 w、7 的 分 量 来 表示 , 先 建立 直角 坐标 系 Oxyz ( 它 可 以 
固 连 在 刚体 上 ,也 可 以 固定 在 惯性 系 .上 ) , 设 

P= Xt YT + Zk 

w= 0 + +ok 


那么 
7T= [ol m+ 21) TF Oy M+ KI) + WZ Hm (C+) 
— 200 MYL 2 OQ; > MX — 2 Ordy 2 MX ] 
或 者 借助 于 矩阵 ,将 动能 4 表示 成 


T= {0}TJI{0) (5.2) 


其 中 {@} 是 列 阵 , {@}” 是 它 的 转 置 , 即 


{0}7= 《az ay 0O。) 


再 方 阵 [./ 为 
之 m(+ 22) — 1 XY 一 之 111jMiZ; 1 
5J]=| -3 mxy, Bmxta) -Emya | (5.3) 
, — MX2, -之 MYZ 之 JJ 和 这 十 es 


容易 看 出 ,[ 1 中 主 对 角 线 上 的 三 个 元 素 分 别 是 刚体 绕 三 根 坐 标 轴 的 转 
动 惯量 ,它们 分 别 记 作 
;= 2 my +2) 


y= 2 m22 + x?) (5.4) 
= 之 JJ 和 十 人) 
而 将 非 对 角 元 上 的 三 个 量 分 别 记 作 
J oy = > MX Ys J ys = Z mY) so > 2 Mz Xs (5.5) 


它们 被 称 为 关于 华 标 轴 的 惯量 积 (或 简称 惯 积 )， 其 量 岗 与 转动 惯量 的 
量 纲 相 同 。 2 

若 Oxyz 是 固定 系 , 它 不 附着 于 刚体 上 , 则 当时 间 变 化 时 ，J,,J，， 
J ry/ zyyJ yes ss 不 一 定 是 常数 ,车 Oxyz 固 连 在 刚体 上 , 则 这 六 个 量 全 


“i800 


是 常数 ,这 当然 很 方便 ， 以 后 不 加 说 明 时 ，OCOxYyz 就 是 固 连 在 刚体 上 的 
坐标 系 。 
引进 记号 (5.4) 式 和 (5.5) 式 以 后 , 算 阵 [] 可 表示 为 


J ny -ss 
[JJ=| -J Jy sy (5.6) 
a Re J 


它 的 每 个 元 案 只 和 刚体 本 身 的 几何 形状 及 质量 分 布 有 关 ， 而 与 出 体 的 
运动 无 关 ，, 这 是 描述 刚体 绕 定 点 O 转动 时 总 体 惯性 的 一 种 特征 量 , 所 
以 ,这 个 矩阵 就 如 做 刚体 关于 O 点 的 惯量 和 矩阵， 显然 它 是 三 阶 实 对 称 
和 矩阵。 又 因为 [ 门 符合 于 二 阶 张 量 的 定义 ,因此 也 常 称 为 惯量 张 量 。 
(1) 惯量 和 矩阵 的 计算 
当 已 知 刚体 的 几何 形状 和 质量 分 布 时 ， 可 以 算出 对 刚体 上 任 一 所 
的 惯量 矩阵 。 因 为 刚体 质量 是 连续 分 布 的 ， 所 以 在 具体 计算 惯量 矩阵 
的 各 个 元 素 时 ,应 将 求 和 号 乙 改 为 相应 的 积分 号 , 即 
1.=| e+ adm, 1 ,= ||| Car+ rn)dm 


; (V) 《六 


rrmam, 7 人 foan en 
Je= (||yzdm, Je= |||ardm 
另外 ， 出 定义 可 知 ， _ 个 物体 的 转动 惯量 (或 惯量 积 ) 等 于 它 的 各 部 分 
转动 惯量 (或 惯量 积 ) 之 和 和 。 


例 5.1 如 图 5-1 所 示 , 一 均 质 长 方 体 ,质量 为 M ,楼 长 分 别 为 4、 
5.c。 试 求 其 关于 O 点 的 惯量 矩阵 [了 了] z 
[ 解 】 设 物体 的 密度 是 4, 则 有 


-_M A 
H= po? dm=udV =udxdydz 


先 求 /,, 由 (5.7) 式 
a (+ 2am 


‘《y) 
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~ Habe Pa -pn 
Cb: 1c’) a (+c) 


a 中 syp dV = ab 


根据 类 似 的 计算 ,还 可 以 求 出 其 他 各 个 元 素 ,实际 上 由 于 x,y,z 在 计算 
式 中 位 置 相当 ， 不 难 直接 参照 以 上 的 结果 ， 将 其 他 元 素 写 出 来 ， 最 后 


得 到 1 p22 本 有 二 二 
| (0 十 C2) ob 2 
CIM -dab ta) -be 
we Se 1 2p2 
ac bc 5 (C2 +b?) 
(2) 惯量 主轴 


设 Oxyz 是 某 刚体 的 大连 坐标 系 ， 则 可 算得 O 点 的 惯量 气 阵 
./ :CO), 即 (5.6) 式 。 由 于 它 是 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ,因此 ,总 可 找到 三 个 主 
方向 , 设 0 1.0 2,0 3 三 条 轴 沿 此 方向 , 别 惯 量 矩 阵 /as(O) 就 化 为 对 
角 阵 。 这 三 个 方向 称 为 O 点 的 惯量 主轴 , 而 相应 的 三 个 对 角 元 就 称 为 
主 转动 惯量 , 记 作 4、,B,C, 即 有 
: A 0 0 
0 B | (5.8) 


0 05C 
我 们 称 O 123 系 为 O 点 的 回 连 主轴 系 , 所 以 , 0z 轴 是 惯量 主轴 的 充 要 
“条件 是 


[J 2.0)] Se 


fir = 0, f=0 (5.9) 
那么 ， 怎 样 寻找 刚体 的 惯量 主轴 呢 ? 我 们 可 以 通过 下 面 几 个 办 法 
i) 如 果 则 体 在 OQ 点 的 两 个 主 转 动 惯 量 相 等 ， 设 A4= BC， 则 O01, 
平面 内 的 任意 方向 都 是 O 点 的 惯量 主轴 ， 这 时 我 们 称 03 轴 为 动 力 对 
称 胃 。 
上 5) 如果 三 个 主 转 动 惯 量 相 等 ， 中 4= B=C， 风 过 〇 点 的 任 一 方 
各 都 是 惯量 主轴 ,这 时 可 任 取 三 个 互相 垂直 的 轴 作 为 O 点 的 主轴 系 。 


* 182。 


li》 利用 刚体 质量 分 布 的 对 称 性 。 显 然 , 质 心 C 的 位 置 和 惯量 主轴 
的 方向 应 该 具有 同样 的 对 称 性 。 例 如 , 若 物 体 有 具有 对 称 平面 , 则 质心 应 
在 此 平面 内 ,其 郑 条 惯量 主轴 也 应 在 此 乎 面 内 ,而 第 三 条 主轴 出 垂直 于 
此 平面 。 事 实 上 ,对 于 对 称 平面 上 的 任 一 点 O, 如 Oz 轴 与 该 面相 垂直 ， 
则 Oz 必 是 点 的 惯量 主轴 , 因为 由 对 称 性 ,点 (X%,y,2) 与 另 一 点 (X， 

y 一 z) 的 质量 相同 ,所 以 
之 MXR = YM Yi = 

特别 对 于 分 布 在 同一 个 平面 内 的 ;有 A=> my,B -= 
= Mi 而 CL= 人 + 已 。 又 如 , 若 物体 具有 2 角 对 称 轴 ( 如 果 物 体 绕 某 轴 
转 过 2x /弧度 的 角 后 ,物体 的 质量 分 布 不 变 , 就 称 此 轴 为 4 角 对 称 轴 , 其 
中 2 为 大 于 2 的 自然 数 ), 则 此 轴 是 该 轴 上 任 一 点 的 惯量 主轴 ,而 且 质心 
必 在 此 轴 上 ,所 以 它 是 中 心 惯量 主轴 (例如 对 于 均 质 正方 体 , 过 质心 且 
与 任 一 楼 平行 的 轴 都 是 四 角 对 称 轴 , 见 图 5-2)。 事 实 上 ， 设 z 轴 是 入 角 
对 称 轴 , 则 每 一 个 垂直 于 它 的 主轴 ,例如 
* 轴 , 当 旋 转 2 /2 弧度 的 角度 ( 不 等 于 
并 红 度 ) 后 , 仍 为 主轴 ,这 仅 当 4= 妃 时 
才 可 能 。 因 此 ，2 角 对 称 轴 一 定 是 动力 
对 称 轴 。 

iV) 车 Gxyz 是 过 质心 的 主轴 系 , PP 
是 中 心 惯 量 主 费 (入 如 Gz) 上 任 意 一 
把 ,如 果 作 大 2X 与 GX 相 平 行 ， Py 与 
Gy 相 平 行 等 , 则 Px' yz 是 了 点 的 主 
轴 系 。 因 为 此 时 有 Js%'= Jy''= Ja =0。 

规则 均 质 物体 的 中 心 主 转 水 惯量 见 表 5.1。 

例 5.2 如 图 5-3 所 示 , 有 一 质量 为 尾 、 半 径 为 R 的 匀 质 球体 ,0 
为 球面 上 任 一 点 , 试 求 〇 点 的 三 条 惯量 主轴 OQ1,0 2,0 3, 以 及 上 应 的 
主 转 动 惯量 4、B、C。 

【 解 】 设 C 为 球 心 ,如 图 5-3 所 示 。 

(1) 建立 主轴 系 O 123。 
取 OO 3。" 轴 为 过 O 点 的 直径 , 则 O 3 轴 是 O 点 的 中 心 惯量 主轴 。 又 因 
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本 


有 
12 


Jy=— Mtczt a?) 
14 


1 
Jz=——Miai+b? 
2 15 (ga*+0°) 


圆 小 板 


Jr 一 1 = MR Mh 


Vz 一 序 扩 RY, 


Jx+= Jy= jz 一 -了 MP 


Jr= Jy= Jr=E ME 


O 3 轴 是 任意 角 旋转 对 称 轴 , 所 以 在 O 点 切 平面 内 过 O 点 的 任 一 直线 
都 是 惯量 主轴 。 现 取 O 1 轴 与 O 2 轴 相 垂直 , 则 O 123 系 即 为 主轴 系 。 
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(2) 主 惯量 。 先 求 关 于 任 一 直径 的 转动 
惯量 。 
因为 

人 二 jhe + ydm 

( 球 ) 

对 于 球 坐 标 系 ( 原 点 为 C， 径 向 距离 为 
+， 经 度 角 为 pg” 和 纬度 角 为 9) ,有 
dm= pr: cos0drd0do, 则 


图 5-3 


C= pf 人 | orcoszo)rzcos6 dzrd0dop 


oe) 全 MP 


由 平行 移 轴 定理 ,得 
A=B= -MR+M R= MR 

2。 刚 体 的 动能 

在 第 三 章 中 已 经 讨论 过 刚体 作 平 面 运 动 时 的 动能 。 现 在 要 求 刚体 
作 定 点 转动 和 一 般 运 动 时 的 动能 公式 。 : 

设 刚 体 作 定点 转动 ,O 为 定点 ， 刚 体 关 于 固 连 系 Oxyz 的 惯 量 矩 
阵 由 (5.6) 式 表示 ,刚体 的 角速度 矢量 为 w, 其 分 量 为 (@;, 0@,,0,)， 则 
由 (5.2) 式 可 得 其 动能 为 


T= Eo 


> (Joa+ J Oy + J .02， 2 J syd Oy 


~” ysOyDs — 2 00:) (5.10) 
如 果 Oxyz 就 是 0 点 的 主轴 系 O 123, 则 动能 表示 式 就 特别 简单 ,为 
了 = (Aot+BostCoy) (5.11) 


其 中 oilyosyos, 是 角速度 ww 在 O123 系 中 的 投影 。 
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车 刚体 作 一 般 运动 , 则 由 宕 尼 希 定理 ,可 得 其 动能 为 


= -Mv + 3-{0}"[/(G)I{o0} (5,12) 
其 中 G 为 刚体 的 质心 。 如 Cr 123 为 主轴 系 , 则 有 
a Mvit+ 3(Aot+BoltCo) (5.13) 


其 中 4、B.C 是 中 心 主 转 动 慢 量 ,Va 是 质心 的 速度 。 
例 5.3 勾 质 村 4B( 质 量 为 mx， 长 为 2 人 ) 绕 固定 轴 O05 作 定 轴 转 
动 ,角速度 为 ,4B 杆 与 05 的 夹 角 为 常数 a (图 5-44)。 试 求 4B 
杆 的 动能 工 。 
[ 解 】 杆 4B 绕 05 轴 的 转动 可 看 作 是 绕 O 点 的 定点 转动 。 先 找 
过 O 点 的 三 条 主轴 :0O 3 轴 沿 4B 杜 ，O 1 轴 在 由 O 4.0E 所 决定 的 
平面 内 ,并 与 04 轴 垂 直 ( 图 2) ,由 


3 5 
| 
1 
0 
B 
(a) 图 5-4 (b) 


A= /= -ml B= J,= ml, C=0 
* OilI=0wOSmnw，aos=0OCcoSsxw，or=0 
由 (5。.11) 式 得 
T= 3 ml? Sin2 C = -mle Sin2 C 
例 5.4 设 匀 质 车 轮 ( 半 径 为 *， 质 量 为 4 ) 沿 水 平面 上 半径 为 下 
(圆心 为 O,) 的 圆周 轨道 作 纯 滚 动 ， 且 轮 面 始终 保持 竖 直 (图 5-5 4)。 
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已 知 轮 心 C 具有 常 这 率 2 试 求 车 轮 的 型 能 表达 式 。 


4b} ep 


图 5-5 


【 解 】 车 轮作 定点 运动 ,定点 为 0,0OG 与 盘面 相 垂 直 ， 在 第 一 章 

的 例 1.13 中 已 经 求 得 轮子 的 角速度 为 
w= st 和 2 (1) 

其 中 2? 是 OG 的 单位 矢量 ,因此 可 按照 (5.11) 式 求 车 轮 的 动能 。 但 因 
O 点 在 轮子 的 扩大 体 七 , 求 0 点 的 主 惯量 不 方便 ,因此 可 以 把 轮子 的 运 
动 泪 作 为 一 般 运 动 。 先 找 质心 C 的 三 条 主轴 :将 Gz 取 作 G3 轴 ( 它 是 
轮子 的 任意 角 对 称 轴 ) , 则 轮 面 上 的 任 一 条 直径 都 是 C 点 的 主轴 。 只 要 
取 两 条 相互 垂直 的 直径 就 可 作为 C1.C2 轴 ,为 了 使 得 w 在 主轴 系 上 
的 投影 式 更 为 简单 ， 当 存在 动力 对 称 轴 时 ( 设 义 = 已 )， 常 建立 菜 沙 尔 
(Re sal) 主 轴 坐 标 系 来 代替 图 连 在 刚体 上 的 主轴 系 。 

菜 沙 尔 坐标 系 GNSZ 是 右手 系 , N' 是 节 线 方向 的 单位 矢量 ,Za 
是 沿 物体 动力 对 称 轴 的 单位 矢量 ， 人 "= 2 xx 六" 29、60 .8 在 同一 平 
盏 内。 莱 沙 尔 坐 标 系 是 一 种 动 爸 标 系 ， 其 特 反 是 它 本 吴 相 对 于 惯性 系 
《恒定 系 ) 是 运动 的 ,而 刚体 又 在 该 坐标 系 中 作 定 轴 转 动 , 莱 沙 尔 坐 标 架 
的 运动 包含 了 刚体 的 进 动 和 章 动 两 部 分 ,由 于 坐标 原点 C 的 主 惯量 中 
4= 吕 ,所 以 ,虽然 菜 沙 尔 系 不 与 刚体 固 连 ， 但 它 包 是 刚体 上 C 点 的 主 
轴 系 , 纪 有 


OE) + Of) = 0 + 
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建立 轮 心 C 的 菜 沙 尔 系 CNWsZ ,如 图 c， 把 轮子 看 作 圆 盘 ， 算 得 


7r= Js= 3 Mr, 71 = -0 
由 (1) 式 可 得 
Oy=0, 0 ge CD 区 
N 9 本 Z 和 
代入 (5.13) 式 ,得 
| 2 本 1 2 2 2 
ZL = 本 MU a :7 Mr( 7 + 225 
et a We A A 2 
= Mu’+ 6 (让 ) Mu 


3。 刚 体 的 动量 和 矩 主 矢 
设 刚体 绕 定 点 0 转动 ,角速度 为 w, 则 矢 径 为 了 的 点 ,其 速度 为 


UV=wxT 
由 动量 矩 的 定义 (3.11) 式 知 
Ho = Br.x ms) = DE Xm Cw Xr)] 
=| 3 mr) Em rr (5.14) 

设 Ox3yz 为 固 连 系 ,将 瑟 。 和 ww 的 直角 坐标 分 量 分 别 记 作 列 阵 

H, n 

Ca {0} = ”| (5.15) 

已 0， 
则 可 将 (5。.14) 式 化 为 

{Ho}= [LJ (0)J{o0} (5.16) 


其 中 [J(O0)] 是 0 点 的 惯量 矩阵 。 上 式 在 Oxyz 系 的 投影 式 为 
(£7 /0 foo fea, 
pid (5.17) 
H,= ,0 — srs — J oy 
如 果 取 OQ 点 的 主轴 系 O123,O 1 轴 ,.O 2 轴 ,0O 3 轴 上 的 单位 矢 分 别 为 
1、2、3、 则 动量 窍 的 表达 式 就 特别 简单 ,为 
吾 。= 4o,1"+ Bo,2" + Co,3° (5.18) 
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刚体 作 一 般 运 动 时 , 求 关于 质 G 的 动量 矩 及 4 时 ,车 把 刚体 的 运动 分 解 
为 随 质 心 G 的 平 动 和 绕 质心 的 转动 ,就 可 同 理 算出 

例 5.5 试 求 例 5.4 中 轮子 关于 其 质心 的 动量 矩 是 4 和 关于 定点 
0O 的 动量 矩 五 。。 

【 解 】 取 轮 心 C 的 菜 沙 尔 主 轴 系 CUV92Z( 同 例 5.4), 又 因 O 点 在 
中 心 惯量 主轴 上 ,容易 建立 O 点 的 菜 沙 尔 主 轴 系 ON’S'Z, 则 


H,= -Mra ( 坊 S'— 二 ) 
H, = Mu (iy +R:) So- Mru 
4。 刚 体 定点 运动 的 欧 拉 动力 学 方程 
设 刚体 绕 定 点 O 转动 ,Onc 为 定 系 , O 123 为 固 连 于 刚体 上 的 主 
轴 系 1" .2" 3" 分别 为 O1 轴 .OO2 轴 OO3 轴 上 的 单位 矢量 , 则 对 OO 点 
的 动量 第 可 表示 为 


H,= 4o To+ Bo,2°+ Co ss (5.19) 
又 根据 第 三 章 对 固定 点 O 的 动量 矩 定 理 , 有 
0 (5,20) 


其 中 上。 是 刚体 上 的 外 力 系 对 O 点 的 主 矩 ， 而 左 端 是 吾 。 对 惯性 系 的 
绝对 导数 ,因为 (5.19) 式 是 豆 。 在 动 坐标 系 中 的 表示 式 , 则 根 据 矢量 相 
对 导数 的 公式 ,有 
dH,\ _/dH 
( dt 上 (a et 
其 中 w 是 刚体 的 角速度 ,将 上 式 代 入 (5.20) 式 ,就 得 到 


dH | 
( 证， 上 +wxH,=L, 《5。21) 


它 在 O 123 系 中 的 三 个 投影 方程 为 
| hot (C-B)o,0,=L, 

te (5.22) 
C os+(B-A)oo,=L, 
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这 就 是 刚体 作 定点 转动 的 动力 学 方程 ， 称 为 欧 拉 动力 学 方程 。 应 该 注 
意 ,在 利用 这 个 方程 时 ,坐标 系 OQ 123 是 固 连 于 刚体 的 主轴 系 。 

欧 拉 动力 学 方程 (5.22) 是 ol .os os 的 一 组 非 线性 微分 方程 ,在 已 
知 其 右 端 的 力矩 (即使 力 定 上 ;、Z,、L; 很 简单 ) 的 情况 下 ， 要 由 这 组 方 
程 求 出 运动 情况 (分 析 解 ) 是 十 分 困难 的 。 最 著名 的 就 是 重 刚体 的 定点 
转动 , 即 刚 体 只 在 重力 作用 下 绕 固 定点 的 转动 问题 , 它 是 单 控 运 动 的 自 
然 推 广 , 但 自 1758 年 以 来 ,特别 在 十 八 、 十 九 世 纪 曾 引起 了 许多 著名 数 
学 家 各 力学 家 的 兴趣 ， 进 行 了 大 晤 的 研究 工作 ， 虽 然 得 到 了 许多 美妙 
的 第 有 果 ， 但 仍 没有 完全 解决 。 至 今 ,已 有 这 样 的 结论 :在 一 般 起 始 条 件 
下 , 重 刚 体 绕 定点 的 运动 只 有 下 面 三 种 情形 能 够 得 到 分 析 解 ， 即 

(1) 欧 拉 - 班 锁 情形 , 即 刚 体 对 定点 O 的 外 力 邱 为 零 (固定 点 CO 与 
重心 相 重 合 ) ,而 刚体 本 身 可 有 任意 形状 。 当 时 首先 由 欧 拉 在 1758 年 
给 出 了 分 析 解 ,后 来 ,1834 年 班 锁 作 出 了 巧妙 的 几何 解释 。 若 把 地 球 看 
成 是 轴 对 称 的 扁 球 体 (4= B), 并 忽略 由 太阳 和 和 月亮 作用 在 地 球 上 的 引 
力矩 ,而 地 球 的 自转 轴 并 不 与 动力 对 称 轴 相 重 合 , 所 以 地 球 的 自转 运动 
就 是 欧 拉 情形 的 刚体 定点 运动 。 

(2)〉 拉 格 朗 日 - 泪 松 情形 , 即 刚 体 具 有 过 定点 OQ 的 动力 对 称 轴 ( 设 
= BC)， 且 重心 在 对 称 轴 上 。 玩 具 陀 螺 就 属于 这 种 情形 。 这 是 拉 
格 朗 日 (1788 年 ) 和 泊 松 (1815 年 ) 研 究 解决 的 。 

(3) 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 情形 ， 这 是 俄国 女 数 学 家 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 在 
1888 年 解决 的 。 这 时 刚体 对 O 点 的 主 惯 量 间 成 立 4= B=2C ( 伸 长 
的 旋转 椭 球 ), 而且 重心 在 垂直 于 动力 对 称 轴 的 平面 上 。 

另 一 方面 ,如 果 已 知 刚体 的 定点 转动 规律 .出 由 欧 拉动 力学 方程 可 
以 方便 地 计算 出 刚体 上 所 受到 的 力矩 C ZL 。 例 如 在 机 械 设计 中 ， 
许多 转动 部 件 ( 作 定 轴 转 动 ) 是 轴 对 称 的 ， 但 由 于 制造 或 者 装配 中 的 谋 
差 , 使 转轴 不 与 惯量 主轴 相 重 合 ， 虽 然 两 者 之 闻 的 夹 角 很 小 ,但 当 部 件 
高 速 转动 时 力矩 (由 轴承 的 约束 反 力 提供 ) 却 很 大 ， 利 用 欧 拉 动力 学 方 
程 就 可 求 出 轴承 上 的 动 压力 , 见 例 5,7。 

刚体 定点 运动 问题 当然 也 可 用 拉 氏 方程 求解 ， 但 如 取 三 个 欧 拉 角 
为 广义 坐标 ， 则 所 得 到 的 方程 在 形式 上 与 直接 用 哆 拉动 力学 方程 所 得 

.190。 


= 
= ~ 、 


到 欧 方 程 不 完全 相同 。 

例 5.6 刚体 以 质心 O 为 固定 点 转动 ,没有 外 力矩 , 试 讨论 刚体 绪 
过 点 的 惯量 主轴 转动 时 的 稳定 性 。 

【 解 】 在 刚体 上 建立 固 连 主轴 系 O 123。 设 刚 体 对 OR 上 扩 的 主 惯 


” 量 4.B:C 互 不 相等 ,不 妨 设 4>>B>C, 刚体 的 角速度 w 沿 最 小 惯量 


主轴 0 3 方向 , 且 沿 OO1,O2 方 回 受 到 小 的 扰动 , 即 
oi(0) = 小 量 ,o:(0)= 小 量 ,os(0) = 常数 关 0 (1) 
要 问 在 运动 过 程 中 %.(t) 和 os:( 力 是 否 仍 为 小 量 ? 
由 欧 拉 动力 学 方程 (5。22) 式 ,其 第 一 .二 式 现在 成 为 
Aw(t) +(C- Bo,(t)o,(t)=0 


Bo,t}+ (A- Co,t)o(t)=0 
将 上 面 两 式 分 别 乘 以 (C4)@1(t) 和 (CB)。,'t), 然 后 相 加 得 
A‘C-Aaom+B(C-B)o,0,=0 


上 式 对 时 间 积 分 ,色色 
AC-A)ot)+BC-B)o't)= 常 数 (2) 
而 
AC-A4A)o(0)+BC-B)o3(0)= 小 量 (3) 
因为 CC 所 4L 莹 如， 所 以 (2) 式 左 端 两 项 均 为 负 , 又 由 (3) 式 可 知 @1(1) 
和 os 人 (加 都 是 小 量 。 
又 因 刚 体 的 机 械 能 守恒 , 即 
Aoit}+ Bot)+C oo tf) = AQw?(0) + Bo0)+Co0) (4) 
则 可 得 
Q(t) 一 @:(0)= 小 量 (5) 
即 ot) 的 变化 也 是 小 量 , 因 此 刚体 绕 最 小 惯 量 主轴 的 转动 是 稳定 的 。 
同 理 可 证 , 绕 最 大 惯量 主轴 ( 即 OQ 1 轴 ) 的 转动 也 是 稳定 的 。 
刚体 绕 中 间 大 小 的 惯量 主轴 0 2 的 转动 则 是 不 稳定 的 , 这 要 利用 
兆 塔 也 夫 的 不 稳定 准则 来 证 明 , 参 阅 文献 [8]。 
技巧 或 跳水 运动 员 作 空翻 动作 时 变换 旋转 方向 ( 称 为 * 晚 旋 ”) 正 是 
利用 了 这 个 原理 。 运 动员 开始 空翻 时 的 旋转 轴 是 人 体 的 模 轴 ， 此 轴 是 
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个 中 间 大 小 的 惯量 主轴 ,因此 空翻 运动 不 稳定 , 当 运 动员 改变 手臂 的 对 
称 位 置 ,使 惯量 主轴 偏离 人 体 的 横 轴 时 ,就 可 发 生 绕 纵 轴 的 转 体 运动 。 
例 5.7 半径 尺 = 0.2 Im, 质量 M = 40kg 的 匀 质 薄 圆 盘 绕 固定 
轴 4B 以 等 角 速 转动 ,转速 为 %= 12000 7 了 /min, 由 于 安装 的 误差 ,使 盘 
面 法 问 与 转轴 不 重合 ,其 夹 角 为 a= 1”( 见 图 5-64， 图 中 把 a 角 夺 大 


了 ) , 盘 心 O 在 转轴 4 上 。 两 轴承 间 的 距离 4B = 1 m。 求 轴 承 上 受 到 
的 动 反 力 N 为 多 大 。 


图 5-6 


【 解 】 沿 转轴 作 O56 ( 定 系 )。 建 立 固 连 主轴 系 O 123, 设 O 3 轴 沿 
盘面 法 向 (图 5-65), 取 5O 3 平面 与 圆 盘 的 交 线 为 O02 轴 , 而 O 1 轴 与 
0O 2.0 3 轴 相 季 直 (1° 、2”、3° 分 别 为 O1 轴 ,O02 轴 ,0 3 轴 上 的 单位 矢 
量 )。 圆 盘 和 转轴 组 成 的 系统 受到 重力 和 轴承 力矩 二 的 作用 , 因 

WwW= 0COSa3+0 sinog 2° 
LBL=L 1 L244 LL 3 
代入 欧 拉 动力 学 方程 (5.22) 式 ,得 
| (CC 一 已 )osoy = 工 ， 
0 三 元， 
| 0= 工 ， 
已 知 


o = 2 =400 x/sec, A=B-= FMR:=0.4kgim’, 


C=2»A=0,.8 kg:m’ 
代入 上 式 ,得 
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党 MR: ocosasina=11000 Nm 


这 是 两 端 轴 承 对 轴 的 作用 力 所 组 成 的 力 偶 之 和 矩 , 其 方向 沿 节 线 O01 的 
正 回 , 则 每 一 狙 承 对 轴 的 作用 力 天 小 为 
上 


N= = N=1.1X10*k 
A =11000 N=1.1x10° kg 


这 是 一 个 多 么 大 的 力 ! 所 以 对 高 速 转动 的 部 件 一 定 要 达到 动 平衡 , 即 不 
但 要 求 转子 的 质心 处 在 转轴 上 ， 而 且 要 求 转轴 就 是 质心 的 惯量 主轴 。 
动 平 衡 的 办 法 是 在 转子 上 附加 一 些 质量 ， 使 得 转子 平稳 旋转 而 不 发 生 
颜 动 。 

” 5， 刚体 一 般 运 动 的 动力 学 方程 

现在 讨论 在 空间 作 一 般 运动 的 刚体 的 动力 学 方程 。 设 刚体 的 质量 
为 M ,质心 在 CG 点 ，O wml 系 固定 于 惯性 参考 系 。 刚 体 上 外 力 系 ( 包 
括 主 动力 和 约束 力 ) 的 主 矢 是 至 ,对 G 的 主 矩 是 二 。 

如 果 刚 体 只 受到 理想 ,完整 约束 , 则 可 用 第 二 类 拉 氏 方程 求解 ， 当 
建立 质心 固 连 主轴 系 G 123 后 ,动能 就 可 按 (5.13) 式 计算 ,根据 主动 力 
求 出 势能 或 算出 相应 的 广义 力 ， 从 而 列 出 拉 开 方程 。 由 拉 氏 方程 求 出 
运动 情况 后 ,如 果 还 要 求 未 知 的 约束 反 力 , 则 可 由 质心 运动 定理 或 关于 
质心 的 欧 拉 动力 学 方程 求 出 。 

如 果 刚 体 受到 非 完整 约束 ， 则 拉 氏 方程 不 适用 ， 可 以 改 用 牛顿 方 
程 , 即 质心 运动 定理 和 绕 质 心 转动 的 欧 拉动 力学 方程 。 

例 5.8 匀 质 杆 4( 质 量 为 MI ,长 为 20), 其 4 端 可 沿 铅 直 的 光 清 
导线 OZ 自由 滑动 ,而 B 端 与 长 为 21 的 轻 杆 OB 相 按 接 , O 为 光滑 球 
匀 ,整个 系统 可 绕 Ot 轴 自 由 转动 ,如 图 5-7 a, 试 求 4B 杆 的 运动 方程 。 

【 解 】 用 拉 氏 法 。 把 OB 和 4B 看 作为 一 个 系统 , 它 具 有 理想 、 
完整 ,定常 约束 。 系 统 的 自由 度 入 =2, 其 广义 举 标 41:=9 (OB 杆 与 竖 
直 轴 夹 角 ) ,4, = p(A0B 平面 的 转角 )。4B 杆 作 一 般 运 动 ，G 123 系 . 


如 图 5 所 示 。 主 惯 明 4= B= -5-ML,C = 0, 角 速度 为 
w=0+9= 0O1+ yg sin02°+ gcos0 3 (1) 
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图 5-7 
质心 速度 为 
FT 
=- -41singb (sinbg2o+cosbg3)-10sinbg1+102 
- -1psing1*+19(1-4sinzg)2。-416gsingcosb3。 (2) 
动能 为 
T= MA 0 2+ 9 ?sin*0 +808in’0) + :3MI:( 6 


+ psin* 0) = MLL(1 + 6 sin’ 0) 02+ gp? sin? 0] (3) 
势能 为 
U= -3M2lcost 
将 上 面 各 式 代 入 有 势 系统 的 拉 氏 方程 (4.33) 式 ,见得 
全 -Mr sin20(-60+9)+3Malsing=0 


| gsin’ = 常数 (4) 
6。 陀 螺 仪 近似 理论 
在 工程 技术 中 把 具有 一 个 固定 点 并 绕 自 身 对 称 轴 高 速 转 动 的 物 
体 称 为 陀螺 。 设 参考 居 9 中 装 有 一 个 旋转 对 称 的 转子 , 这 个 转子 在 
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S 中 以 角速度 人 2 转动 (图 5-8)。 让 是 转子 绕 自 身 轴 的 转动 惯量 ， 那 
么 刚体 在 参考 体 S 中 的 动量 矩 是 

H=C0 (5.23) 
这 里 没有 特别 说 明 的 抢 心 是 哪 一 点 ,这 是 因为 旋转 体 的 质心 在 转动 
轴 上 ， 其 速度 为 零 。 由 (3,15) 式 知 ， 对 哪 一 个 矩 心 取 动量 矩 都 是 一 样 
的 。 


图 5-8 


如 果 参 考 体 S 本 身 在 惯性 系 ( 图 中 05ml 系 ) 中 运动 ( 作 一 般 运 动 )， 

它 的 瞬时 角速度 为 w, 这 样 旋转 体 对 于 惯性 系 的 角速度 为 人 +w, 其 动 
量 矩 将 与 w 有 关 。 现 在 我 们 进一步 假设 2 为 常 值 , 且 

12|> lol \ (5,24) 


于 是 
02+w=0 


这 就 是 考虑 所 谓 高 速 转子 的 运动 情况 。 作 为 一 种 近似 处 理 方法 ， 我 们 
可 以 认为 ， 高 速 转子 在 惯性 空间 中 对 质心 的 动量 矩 与 w 无 关 , 仍 然 是 
玉 =(LCO, 而 且 与 矩 心 无 关 。 

当 人 参考 体 ”缓慢 运动 时 ,矢量 驴 本 身 作 缓慢 的 运动 ,因而 互 的 方 
问 也 在 作 缓 慢 的 变动 。 在 惯性 系 中 应 用 对 质心 的 动量 矩 定理 ,得 到 


dH ~d@ 
a (5.25) 


是 加 在 转子 上 的 外 力矩 。 因 为 于 与 矩 心 无 关 , 卫 也 与 矩 心 无 关 ， 因 
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此 外 力 系 简化 的 结果 一 定 是 一 个 力 偶 。 通 常 这 个 力 偶 是 参考 体 S 通过 
与 转子 的 接触 处 (如 轴承 ) 而 给 予 转子 的 。 反 过 来 ,高 速 转子 对 妆 的 反 作 
用 也 是 一 个 力 偶 , 这 个 力 偶 的 矩 叫 做 陀螺 力矩 或 回转 力矩 , 即 


dz de (5.26) 
因为 Q 是 常 值 , 即 
GD _， 

所 以 有 

SO wx (5.27) 
最 后 得 到 

La = CLII x co (5.28) 
它 是 转子 作用 在 其 他 物体 上 的 力矩 。 


8 5.2 ”相对 运动 动力 学 


第 三 章 中 强调 指出 ， 牛 顿 定律 只 在 惯性 (无 加 速度 的 ) 参 考 系 中 适 
用 ， 然 而 许多 物理 现象 有 时 在 非 惯 性 系 中 观察 却 更 为 简单 。 例 如 要 作 
人 造 卫 星 的 短期 位 置 预 报时 ,需要 考 感 地 球 自 转 的 影响 ,这 时 要 把 地 心 
平 动 系 作为 惯性 系 , 地 球 是 非 惯性 系 ,然而 人 们 是 习惯 于 在 地 球 上 来 观 
察 卫星 运动 的 ， 那 么 ， 人 怎样 在 非 惯 性 系 中 来 讨论 问题 呢 ? 下 面 来 讨论 
ee 

。 咎 顿 法 

1 可 以 适用 于 非 惯 性 系 。 设 0,5n6 是 惯 
性 参考 系 ( 简 称 定 系 )，Oxyz 是 非 惯性 参考 系 (简称 动 系 )，F 是 作用 
在 质量 为 1 的 质点 上 的 为 ; 则 在 惯性 系 中 牛顿 定律 成 立 ， 即 

ma=F (5.29) 

其 中 a 是 质点 的 绝对 加 速度 ,根据 点 的 加 速度 合成 公式 有 (符号 意义 同 
前 ): 


a=a,+a,+t+ao (5.30) 
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其 中 a, 就 是 质点 相对 于 非 惯性 系 Oxyz 的 加 速度 ， 将 (5.30) 式 代入 
(5.29) 式 ,可 得 
ma =F+(~-ma)t+(~—m 人 aq,) (5.31) 
这 就 可 看 成 是 非 惯 性 系 中 的 牛顿 定律 , 它 在 形式 上 与 牛顿 定律 相 类 似 ， 
但 其 石 端 除了 真实 力 外 ,还 附加 了 两 个 力 ,一 个 等 于 ( 一 Go), 男 一 
个 等 于 ( -mao。), 分 别称 为 宰 连 惯性 力 ( 记 作 FF。 与 柯 氏 惯性 力 ( 记 作 
4&o)。 因 此 如 果 把 假想 的 奉 连 惯性 力 和 柯 氏 惯性 力 与 真 实力 一 起 作用 
到 质点 上 以 后 ,牛顿 定律 在 形式 上 对 非 惯性 系 也 就 成 立 了 ,而 这 些 惯 性 
力 与 动 系 的 运动 以 及 质点 相对 于 动 系 的 运动 是 有 关 的 。 
如 果 以 w 表示 非 惯性 系 Oxyz 对 于 惯性 系 O15n6 的 角速度 ,Ee 是 相 
应 的 角 加 速度 ,7? 表示 质点 对 非 惯 性 系 原点 O 的 矢 径 ,又 以 @o 表示 0 
点 的 加 速度 , 则 
Q,=ada+€éExXT+wx (wxrT) (5.32) 
0, = 2 XV, (5.33) 
其 中 59, 是 质点 相对 于 非 惯性 系 的 速度 。 
对 于 一 个 质点 的 讨论 完全 可 以 推广 到 质点 系 。 这 里 不 再 重复 。 
2。 拉 氏 法 
利用 第 二 类 拉 氏 方程 也 可 以 讨论 相对 运动 动力 学 问题 ,对 质点 和 
质点 系 可 以 同样 处 理 ,而 且 想 法 很 简单 , 即 若 已 知 非 惯 性 系 Oxyz 相对 
于 惯性 系 0,5w6 的 运动 (具有 非 定常 约束 ), 则 质点 或 质点 系 对 于 惯性 
系 的 绝对 人 航标 可 以 表示 为 非 惯性 系 中 广义 党 标的 图 数 ， 因 此 只 要 把 相 
对 于 非 惯 性 系 的 量 取 作 广义 坐标 ， 然 后 列 出 关于 惯性 系 的 动能 、 势 能 
和 虚 功 的 表达 式 , 再 代入 第 二 类 拉 氏 方程 即 可 求 得 相对 运动 微分 方程 。 
从 相对 运动 微分 方程 很 容易 求 得 相对 平衡 (静止 ) 的 方程 ， 因 此 可 
求 得 相对 平衡 位 置 。 这 只 要 在 (5.31) 式 中 令 4@,=0,，9,=0 就 可 以 了 ， 
所 以 相对 平衡 方程 是 
FF+(-maqa.)=0 (5.34) 
由 于 五 中 包括 主动 力 和 约束 力 , 所 以 (5.34) 式 实际 上 代表 主动 力 
系 、 约 束 力 系 和 (牵连 ) 惯 性 力 系 ,这 三 个 力 系 组 成 平衡 力 系 。 
例 5.9 如 图 5-9 所 示 , 水 平 圆 盘 以 常 角 速 w 绕 O 轴 转动 , 盘 上 有 
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图 如 下 。 
图 5-9 
复合 运动 
| 
小 球 圆 盘 (OXyz) 。 
| 人 | 人 
直线 运动 定 轴 转 动 
【解法 一 】 牛顿 法 。 质 点 上 受到 的 真实 力 是 
F=Rj 
奉 连 惯性 力 为 z 
F=-ma=-m(-oxi- os7) 
柯 氏 惯性 力 为 
F=-2@0kxii= -2moxs 
相对 加 速度 是 


ca = 说 
代入 相对 运动 方程 (5,31) 式 ,并 在 *、y 轴 方 向 分 解 ,可 得 
三 MY = mo x 
\ 0=mo’s-2 mox+R 


由 (1) 式 及 初始 条 供 可 解 得 
x=Xchot+ shot 
(人 
将 上 式 代 入 (2) 式 , 即 得 


R=2m 0(% shot+ -chat 一 ML 0O25 
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一 光滑 直 槽 , 离 0 轴 的 距离 为 s, 质 量 为 
m 的 小 球 在 权 内 运动 ,初始 时 小 球 与 直 
习 中 点 的 距离 为 Yo, 初 速度 为 wo， 方 问 
为 离开 槽 的 中 点 加 外。 试 求 小 球 相 对 于 
直 醒 的 运动 和 槽 对 小 球 的 横向 反 力 天。 
【 解 】 这 是 相对 运动 问题 ， 先 作 框 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


【解法 二 】 拉 氏 法 ,质点 具有 理想 ,完整 , 非 定 常 约束 ,hn=1,41=+ 
(质点 相对 于 加 各 的 坐标 )。 
T= 1m Ds MLO +S:)+%*— 2 0 SX 
Ee Q,=0 
由 半 工 和 如 中 不 显 含 时 间 t, 因 此 存在 广义 能 量 积 分 , 即 
了，。-- 了 ,=MEX2 一 02(Y2 十 S2) 门 = 常 数 (5) 
(5) 式 的 解 与 (3) 式 相同 。 为 了 求 出 横向 反 力 及 (是 已 知 运动 求 力 ) , 太 
用 和 牛顿 法 , 即 得 (27 式 。 

又 ,在 (1) 式 中 令 计 =0, 可 得 相对 平衡 位 置 *= 0( 直 权 中 点 ) ,但 这 
是 不 稳定 的 ,由 (3) 式 可 知 ， 只 要 受到 极 微小 的 干扰 (Yo 关 0 或 2o 关 0)， 
当 t->co 于 ,质点 将 远离 此 平衡 位 置 。 

例 5.10 勾 质 细 杆 O4( 长 为 7 质量 为 M ) 可 在 竖 直 平面 内 绕 水 
乎 轴 0Qz 自由 摆动 ,而 Oz 轴 本 身 又 绕 过 0 点 的 圈定 竖 直 轴 O5 以 等 角 
速 o 转动 ,方向 朝 上 ,如 图 5-10 a, 不 计 摩擦 ， 试 求 控 的 相 对 运动 微分 
方程 。 


图 5-10 


【 解 】 O04 杆 ( 刚 体 ) 作 复合 运动 , 画 出 其 框图 (部 下 页 )。 
所 以 CO4 杆 绕 0z 轴 的 探 动 是 相对 运动 ， 现 在 用 拉 氏 方法 ,， 取 04 杆 
为 对 象 ， 约 来 是 理想 、 完 整 和 非 定常 的 (以 w 转动 )。1%=1,41= 0( 相 
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对 转角 ), 取 点 的 固 连 主轴 系 0 123,0 1 轴 沿 O04,0O02 轴 即 为 OA4 
的 摆动 轴 。 如 图 5, 则 有 


0 | | ~ | 


定 轴 转动 定 轴 转动 


J 
C4 杆 04 与 06 组 成 的 平面 ”地 
人 

| 


又 , 杆 的 角速度 为 
人 -w+ =@O(-CcoSsp1"+SIn gp2°)+ p3。 
所 以 


T= 1 (J ,0Q: + J,0) = A A 


= -Mgcosy 


代入 拉 氏 方程 , 即 得 杆 的 相对 运动 微分 方程 为 


p+ 5sing = sing CoS 0 


例 5.11 地 球 自转 所 产生 的 影响 一 一 落体 偏 东 。 
如 果 取 地 心平 动 系 作为 惯性 系 ， 则 可 认为 地 球 在 此 参考 系 中 作 等 
角 速 的 定 轴 转 动 ,其 转动 角速度 为 


~ 27 -8 
0 BT 7.27x 10-8/S 


《地球 绕 动 力 对 称 轴 自 转 一 图 的 时 间 为 23 小 时 56 分 4 秒 , 即 称 为 一 个 
恒星 日 ), 虽然 @ 的 数值 很 小 ,但 在 某 些 问题 中 必须 计 入 它 的 影响 ,因此 
地 球 本 身 是 一 个 非 惯性 参考 系 ,把 地 球 作为 非 惯性 系 , 可 以 得 到 一 些 重 
要 的 结果 。 例 如 铝 垂 线 并 不 通过 地 球 中 心 ， 自 由 落体 要 偏 东 ; 北半球 
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河流 右岸 的 冲刷 其 于 左岸 ;而 铁轨 基石 轨 记 受 的 压力 大 于 左 轨 ,所 以 魔 
损 较 严 重 ,这 些 现象 主要 是 由 柯 氏 惯性 力 引起 的 。 

现在 就 来 讨论 当 物 体 由 高 为 处 自由 下 落 时 ,物体 落 到 地 面 时 的 
位 置 。 

【 解 〗 我 们 用 和 牛顿 法 来 求解 。 

取 定 质点 (物体 ) 为 讨论 对 象 ， 由 于 
是 自由 质点 ,自由 度 4%=3。 它 所 受到 的 
约 东 为 完整 的 , 因 考 虑 地 球 自转 ,有 非 定 
常 约束 (=@z)。 

设 物体 在 地 球 O 点 的 上空 自由 下 
落 ,0' 点 在 北半球 ,纬度 为 4。 见 图 
5-11。 

设 O572 为 地 心 坐标 系 (惯性 系 )， 
地 球 自 转角 速度 沿 地 轴 上方 向 。 作 Oxyz 固 连 于 地 球 表 面 ，O'X 轴 水 
平 向 南 ,O/?y 轴 水 平 向 东 ,0'z 轴 紧 直 向 上 ,如 图 。 

由 于 地 球 自 转 ,0’ 点 的 当地 铝 垂 线 方向 与 半径 00' 间 有 夹 角 c， 


图 5-141 


且 


其 中 RK 为 地 球 半径 。 因 为 @ 很 小 , 所 以 & 角 也 很 小 。 当 略 去 含 @? 的 
项 时 ,a = 0,0z 轴 就 通过 地 心 CO 点 , 见 参考 文献 [2]。 
根据 牛顿 法 的 相对 运动 动力 学 方程 (5.31) 式 
ma,=F-ma.— ma, (1) 
现 设 动 系 OQ/Xyz 各 坐标 轴 的 单位 天 坚 分 别 为 i.7,k, 则 
a,=XtryI+2k 
0 =20@xXV,=20(—COSA+SIn Ak) x (Xf + y f+ 2k) 
=2F— ysin d+ (XSinA+2 cos 4 一 ycos Ak] 
因 厌 是 地 心 引 力 ,(- Mo) 是 孝 连 惯性 力 ， 这 两 项 之 和 就 是 物体 在 当 
地 的 重力 ,车 不 计 含 有 o: 的 项 , 则 重力 指向 地 球 中 心 O 点 , 即 
F-mas.=~mgaek (2) 
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将 上 面 三 式 代入 方程 (1), 即 得 物体 相对 于 地 球 的 运动 微分 方程 


| mxX=2 mo ysind 


my = -2 mo(Xsint+ zcosh) (3) 
: ‘mz= -mgt+2moycosh 
急 始 条 件 为 
t=0 时 ,X=y=0, 2=h 有 ,= y=2=0 (4) 


将 (G3) 式 积分 一 次 ,代入 初始 条 件 (4) 式 ,得 


‘A4=?@y Sin 


i y= ~ 2@[LxSInAt+(z-h cos (5) 
“i ~ £81ti+2@ycosh 
将 (5) 式 代入 (3) 式 ,得 
Y= -402SIn4[YSIn 4+(z 一 闫 )cCos 4] 
?=2gtaocos141-4a2y (6) 
1、 -££—40%’cosArxr SinA+(z— hcos 4] 
因为 含 @? 的 项 极 小 ,可 将 其 略 去 ,(6) 式 就 简化 为 ; 
| 
| y=2 gtw cosh 7) 
Ng 
再 积分 两 次 ,并 利用 初始 条 件 (4) 式 ,知人 得 
X=0 
| y= Lgtsw cosh 
/ (8) 
nd 
RS 3 gi 
消去 t, 求 得 轨道 方程 为 r 
We 一 了 Q cos 4 (Z 一 尼 )3 《9) 


这 是 位 于 东西 竖 直 面 内 的 半 立 方 抛物 线 。 
由 此 可 得 , 阁 质 点 从 高 度 为 h 处 自由 下 落 , 则 当 它 抵达 地 面 时 ,其 偏 
离 的 数值 为 
。202。 


y= 1 /Sh acos1， (z= 0) (10) 


这 个 数值 很 小 ， 实 际 上 很 难 观 测 到 。 例 如 在 上 海 ，4= 31.2”， 如 = 
200 m, 则 偏 东 值 y= 0.0385 m= 3.85 cma。 


$5.3 微 振 动 


振动 是 工程 技术 和 日 常生 活 中 常见 的 现象 ,振动 分 析 在 各 种 机 械 、 
结构 的 设计 中 日 益 重 要 四 

用 拉 氏 方程 导出 微 振动 的 微分 方程 特别 方便 。 所 谓 微 振动 是 指 质 
点 系 在 其 稳定 平衡 位 形 附近 的 微 幅 振 动 。 这 里 主要 讨论 保守 系统 ( 完 
整 ,定常 约束 ,主动 力 全 部 有 势 , 势能 不 显 含 时间 ) 的 微 振动 。 

1。 有 平衡 位 形 的 稳定 性 ， 

设 自由 度 保守 系统 ,广义 华 标 为 41,4;,… ,4n， 其 势能 为 U(4i， 
41,… ,4,) ,由 第 四 章 的 讨论 知道 ,平衡 位 形 由 广义 力 全 为 零 给 出 , 即 


aU 
D0 An (5.35) 


所 以 势能 在 平衡 位 形 处 达到 极 值 。 
不 妨 设 (0,0,…，0) 是 系统 的 一 个 平衡 位 形 , 则 稳定 的 定义 如 下 ， 
对 任意 e>0, 存 在 06(e)> 0, 若 在 初始 上 =0 时 有 
ig.60)1 <6;1g(0)| <6, (2=1,2,.",7) 
且 对 一 切 好 0 ， 成 立 


19(b1<e Gi (0) <e, (i=1,2,..,7) (5.36) 
则 称 (0,… ,0) 是 稳定 的 平衡 位 形 。 : 
下 面 介绍 一 个 平衡 位 形 稳定 性 的 判 据 。 
狄 利克 雷 (Dirichlet) 定 理 ”对 保守 系统 ， 如 果菜 一 平衡 位 形 的 势 
能 具有 严格 极 小 值 ,; 虽 此 平衡 位 形 是 稳定 的 ,定理 的 证 明 可 兄 文献 [8]。 
对 于 一 个 自由 度 的 系统 , 情况 就 比较 简单 。 设 势能 为 U0(4),g=0 
是 平衡 位 形 , 风 如 果 CC0)>0, 那 么 ,平衡 位 形 是 稳定 的 ;如 果 U0) 
<0, 平 衡 位 形 就 是 不 稳定 的 。 
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在 讨论 微 振动 时 ,首先 假定 其 平衡 位 形 处 的 势能 是 极 小 值 ,因而 平 
衡 位 形 是 稳定 的 。 

2。 一 个 自由 度 的 系统 

设 9 是 广义 坐标 , 动能 为 人 = 二 -MM(4)4 ,势能 为 U (gq), 不 坊 假 


设 9=0 是 稳定 平衡 位 置 , 即 


Be-= U0)= 0, Ur(0) =k>0 (5.37) 


现 考 虑 平衡 位 置 附近 的 微 振 动 ， 因 此 可 认为 9 和 9 都 是 一 阶 小 量 。 
将 民 (q) 在 4=0 附近 展开 ,得 

M(q)= M(0)+M’(0)ig + 
将 此 式 代 入 动能 表达 式 , 略 去 三 阶 以 上 的 小 量 ,并 令 及 (0) = m, 则 有 


T= mg (5.38) 


同样 ,在 势能 的 展开 式 
U(q)=U(0) +U'(0)g+ 3U’(0)g:+ 


中 也 了 略 去 三 阶 以 上 的 小 量 ， ee 即 U(0)=0, 再 
注意 到 (5.37) 式 , 即 得 势能 为 


77 = hq (5 .39) 
将 (5。38) 和 (5。 RC 就 得 到 微 振动 方程 为 
mq+kq=0 (5。40) 


这 是 二 阶 线性 常 微分 方程。 由 此 可 见 ,把 全 和 保留 到 二 阶 小 量 ,等 价 
于 振动 微分 方程 的 线性 化 。 在 此 线性 化 模型 中 ，zm 称 为 广 义 质 量 ( 或 
等 价 质量 ) ,% 称 为 广义 仿 强 系数 (或 等 价 伪 强 系 数 )。 


人 ,上 式 又 可 写成 


令 @ = 


q +w20=10 (5.41) 
设 初 条 件 为 : t=0,4(0) = 4o，4(0)=v, 则 (5.41) 式 的 解 为 
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g=gocosot+ -sinot= 人 sin(ot+a) (5.42) 


其 中 = + (名)】 称 为 振幅 ;a= arctg 2 称 为 初 相 ， 且 


_ ys a OE (5.43) 


是 系统 的 固有 频率 ,其 单位 是 rad/s, 在 工程 上 常用 以 Hz( 赫 兹 ) 为 单位 


的 工程 频率 了 ( = -一 ), 它 代表 每 秒 钟 振动 的 次 数 。 显 然 ,(5.42) 式 的 
振动 周期 r= = 了， 其 单位 是 s。 a 


” 例 5.12 图 5-12 & 所 示 为 地 震 仪 中 的 摆 拓 系统 , 摆 杆 长 为 I。 保 
强 系数 为 的 弹簧 安置 在 距 匀 链 O 为 a 处 的 位 置 ,小 球 和 摆 杆 关于 O 
轴 的 转动 惯量 为 / 。 试 求 系统 的 微 振 动 方程 以 及 固有 效率 o。 


图 5-12 


【 解 】 了 到 摆 为 研究 对 象 , 它 作 定 轴 转 动 ,具有 完整 、 定 常 和 理想 约 
束 。 

系统 的 目 由 度 妈 =1, 取 广义 从 标 4: = 凡 摆 杆 与 水 平 线 夹 角 )。 

不 妨 假设 系统 平衡 时 摆 杆 为 水 平 位 置 , 即 6= 0。 如 果 把 这 时 的 弹 
簧 长 度 取 为 自然 长 度 , 则 皖 锤 的 重力 势能 可 以 不 计 , 即 系统 的 势能 为 
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U0) = k(a0)’ (1) 


其 中 a6 是 弹簧 从 平衡 位 置 量 起 的 变形 量 ,已 略 去 二 阶 以 上 小 量 ， 见 图 
2。 由 于 

U’(0)= ka’>0 
所 以 96= 0 是 稳定 的 平衡 位 置 。 因 摆 系 作 定 轴 转 动 ,系统 的 动能 为 


T= Jo0 (2) 
将 (1),(2) 两 式 代 入 有 势 系 统 的 拉 氏 方程 , 即 得 
Jo0 +kof0=0 
或 
6 + Ro geo (3) 
Jo 


这 就 是 微 振 劲 微分 方程 ,其 加 有 频率 是 
4 

o=Y 

例 5.13 求 下 列 三 个 系统 的 固有 频率 , 见 图 5-13 a~c。 
(1) 质量 - 弹 链 系统 ;(2) 弹 筑 申 联系 统 ;(3) 弹 自 并 联系 统 


图 5-13 


【 解 】 (1)〉 对 质量 -弹簧 系统 用 静 找 度 法 。 
设 系 统 平 衡 时 , 弹 筑 的 静 伸 长 或 葡 抄 度 为 0,4, 即 


k6,.=mg 或 64= -从 
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则 系统 的 加 有 频率 为 


即 

@® = 
由 此 可 得 

i C1 
k 称 为 等 效 侦 强 系数 。 


(2) 对 串联 弹 筑 系统 也 用 静 挠 度 法 。 
设 系统 平衡 时 , 弹 费 ,的 静 找 度 为 6 ,弹簧 忆 的 静 挠 度 为 0， 丙 
个 弹 筑 的 总 伸 长 为 6.;, 则 


i 而 


设 串 联系 统 的 等 效 弹簧 的 惕 强 系数 为 ,, 则 
. hk,= mg /6,s 
因此 : 
人 (2) 


系统 的 固有 频率 为 

z 7 
Mm m(R +Rk,) 

当然 也 可 由 势能 直接 求 出 名， 这 时 要 先 求 出 图 5 中 两 个 弹簧 连接 点 S 
处 的 位 移 Xg。 Wi YX， 由 点 的 力 平衡 方 
于 得 

RiXxs= R(X— Xs) 
所 以 


z 
= 3) 
4 Bh ~ : 


天 
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现在 系统 的 势能 为 


四 Ya ll hk 
U 2 Ri X3 二 Rk, (xX— Xs) Re % 
Rk, 1 . 

1 -本 ee Ee 
k Rk, 


(3) 对 并 联 弹 筑 系统 ,到 系统 平衡 时 物 块 的 位 置 为 坐标 原点 ,此 时 
两 个 弹簧 的 长 度 相 等 。 这 时 弹簧 的 长 度 取 为 自然 长 度 , 可 不 考虑 重力 。 
那么 ,系统 的 势能 为 


、. 人 kX? + 六 kX? = 于 (名 + hk,) x? 


所 以 

R= Rk +R, (4) 
则 

ki + R, 

. i (5) 


3。 两 自由 度 系 统 

为 了 求 多 自由 度 保守 系统 的 微 振 动 微分 方程 ， 同 样 可 将 系统 的 动 
能 和 势能 的 表达 式 在 稳定 平衡 位 形 附 近 展 开 并 保留 到 二 阶 小 量 ， 然 后 
代入 拉 开 方程 即 可 求 得 。 

单 自 由 度 振动 的 解 为 (5.42) 式 , 它 只 有 一 个 振动 频率 @ ,对 于 多 上 自 
由 度 系统 ， 有 多 个 回 有 频率 。 当 系统 中 每 个 广义 坐标 以 同一 固有 频率 
振动 并 有 共同 相位 时 ,和 名 个 广义 坐标 的 振幅 之 间 有 一 确定 的 比例 ,这 种 
振动 形式 就 称 为 振 型 或 主 振 型 。 多 自由 度 系 统 有 好 几 个 振 型 。 

下 面 举 例 说 明 两 自由 度 系统 的 解法 。 

例 5.14 图 5-14 所 示 为 一 质量 - 弹 筑 系统 ， 求 系统 的 微分 方程 、 
固有 频率 和 主 振 型 以 及 系统 的 一 般 解 。 

【 解 】 研究 对 象 是 质量 - 弹 筑 系统 ， 两 物 块 均 作 直线 运动 ,系统 县 
有 完整 ,定常 ,理想 约束 。 显 然 ,本 题 是 保守 系统 ,系统 的 自由 度 n= 2， 
如 图 4, 取 广义 坐标 为 9, = X,,9, = X,( 平 衡 时 Xi = Xs= 0)。 
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系统 的 动能 为 


系统 的 势能 为 
U = 到 尼 和 籽 十 二 (XI 一 和 )2 十 -和 


将 人 .UV 代入 拉 氏 方程 即 得 微分 方程 组 为 


| Mx = ~ RX — R(X — X,) (1) 
MX, = R(X — Xa) — Rx, 
将 上 式 改写 成 如 下 和 矩阵 形式 ， 

[MI{X }+[KI{X}=0 (2) 
其 中 


{X}=(™) CO=[ | 


0 mm, 
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ki+k -RE 

9 
所 谓 主 振 型 就 是 寻找 一 组 如 下 形式 的 特 解 
{ Vi SD 本 
x =Ld4,Ssnfof+0o) 

或 
{X}={A}sin(w t+9) (4) 

其 中 


/4 
4 =( 生 
{4} we 
特 解 (3) 表 示 Xi 和 xz 以 同一 频率 o 作 简 谐振 动 ,相位 可 以 相同 或 者 相 


差 5, 振幅 4,、4, 可 以 任意 但 不 能 同时 为 零 。 
将 (3) 式 代入 (1) 式 或 (2) 式 ,得 到 齐 次 方程 组 


{ A(k +k- mo)+A,—-Ek)=0 (5) 
\ A(-k)+A,k,+R-m,0)=0 
因为 4,、4, 有 非 零 解 , 所 以 要 求 系 数 行 列 式 为 堆 , 即 
Po — oe (6) 
—kk R+k,— m0? 


(5) 式 称 为 特征 方程 或 频率 方程 ,因为 由 它 可 以 解 出 回 有 圆 频 率 w。 将 
求 得 的 @ 值 代入 (5) 式 即 可 得 

A k 

A, ki+k-m,o’ 


_ k,+Rk-— mm, 0 
A 


(7) 


(7) 式 确定 了 两 质点 运动 时 其 振幅 的 比值 ,就 是 所 谓 的 “ 主 振 型 ”。 
为 简单 起 见 , 设 Wm = JJZ2 = mm ,R, 至 k, =A， 则 由 (6) 式 和 (7) 式 可 得 


第 一 频率 oj = V -A_ ,第 一 振 型 二 = (1,1)" 
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必 过 娃 


5 第 二 振 型 ,= 《1， 1 


第 二 频率 ee 
振 型 图 如 图 5 和 图 c 所 示 。 求 得 的 振动 解 为 
第 一 主 振动 


pensin(/ Et+atn) 
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(7) 
人 sin( (oe t+ 了 
第 二 主 振动 
Lab sin( | i +a® ) 
、 i (8) 
| x ee t+ Qt2) ) 
一 般 据 动 
二 二 cnsin(/ 2 tf +a ) +et sin Co 1+ ao ) 
此 sh (9) 
和 二 cosin( /-A t+a(!) ) — C2) sin (We ft + oa) ) 
m mm 


其 中 常数 cc 中 及 aoce) 由 初始 条 件 决 定 。 


习 是 


5=1 如 图 , 试 求 下 列 各 均 质 物体 (质量 均 为 44 ) 关 于 O 点 的 固 连 
主轴 系 O 123 以 及 主 惯量 4 .BC。 
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0) 等 腊 直 角 三 角形 薄板 661 半球 过 。o 为 球 心 


题 5-1 图 
9 .21 


5-2 在 通过 某 一 物体 的 中 心 惯 量 主 轴 上 取 一 点 CQ， 试 证 通过 0 
点 且 与 中 心 惯量 主轴 平行 的 直线 都 是 O 点 的 惯量 主轴 。 

5-3 ”如 图 所 示 , 均 质 的 四 分 之 一 椭圆 
形 薄 板 (质量 为 :5 ), 其 椭圆 方程 为 
试 求 其 在 O 点 的 惯量 矩阵 [J 。z(O)]。 

5-4 均 质 的 旋转 酉 球 〈 质 量 为 好 ) 题 5-3 图 
绕 其 旋转 对 称 轴 4B 轴 以 角度 速 ok 转动 ， 而 此 轴 本 身 又 以 角速度 @， 
绕 过 椭 球 中 心 C 的 竖 直 轴 转 动 ，4B 轴 与 水 平 线 的 夹 角 为 a( 如 图 )， 
设 椭 球 关于 G 的 主 惯量 为 4、44.C, 试 求 椭 球 的 动能 荆 以 及 对 质心 C 
的 动量 矩 且 4。 设 GNSZ 是 莱 沙 尔 主轴 系 。 


题 5-4 图 题 5-5 图 


5-5 ”如 图 , 均 质 细 长 杆 4B( 质 量 为 M， 长 为 2b) 可 绕 轻 杆 OG 
的 端点 G 在 5Oz 面 内 转动 ,而 OG 杆 又 绕 过 O 点 的 坚 直 轴 OE 旋转 ， 
试 求 系统 的 动能 T 及 对 O 点 的 动量 矩 HH。 

5-6 ”如 图 所 示 ， 质 量 为 ,半径 为 形 的 均 质 圆 盘 在 常 力 (大 小 
为 m Ri/8, 方 向 恒 与 盘面 垂直 ,作用 点 恒 为 盘 边 的 已 点 ) 作 用 下 绕 其 


质心 C 作 定点 转动 ,其 初 角 速 为 Q,, 方 向 与 盘面 法 线 成 了 角 。 初 始 
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时 ，P 了 点 位 于 圆 盘 对 称 轴 与 4 所 在 的 平面 上 。 试 列 出 欧 拉 动力 学 方 
程 ,并 求 圆 盘 的 角速度 天 量 ww。 


题 5-6 图 题 5-7 图 


5-7 ”如 图 所 示 ， 均 质 杆 4B( 重 为 WW, 长 为 站 以 等 角 速 o 绕 固定 
铝 直 轴 AE 转动 (@?>3 8/21)， 试 求 4B 杆 与 竖 直 线 的 夹 角 B 以 及 
匀 链 和 4 处 约束 反 力 的 大 小 天。 

5-8 均 质 圆 盘 (半径 为 R, 质 量 为 几 ) 以 等 角 速 o 绕 过 盘 心 0 的 
固定 铝 垂 轴 转 动 , 擅 面 法 线 与 转轴 间 的 夹 角 为 ag， 两 轴承 和 4、B 与 盘 心 
的 距离 为 m 和 %( 如 图 ), 求 轴承 上 的 动 反 力 。 


题 5-9 图 
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5-9 一 根 长 为 4 质量 为 m 的 均 质 棒 4 已 ,其 4 端 让 水 平面 Or 
上 滑动 ,而 端 沿 铅 直 轴 O5 滑动 ,如 图 示 。 不 计 摩擦 , 求 4B 杆 的 运 
动 微分 方程 及 初 积分 。 

5-10 ”飞机 发 动机 的 螺旋 奖 及 其 转动 部 分 对 飞机 纵 轴 的 转动 惯量 
J = 0.8 kg.m.s*( 工 程 单位 制 ) ,转速 2= 1200r/min， 当 飞机 以 速度 
v= 40 m/s 在 半径 玉 = 25 mm 的 弯 道 上 急 转 弯 时 , 求 转动 部 分 作用 在 飞 
机 上 的 陀螺 力矩 。 

5-11 如 图 , 直 杆 O4 在 光滑 水 平面 上 以 等 角速度 @ 绕 过 其 固定 
端 0 的 错 垂 轴 转 动 ,同时 它 推动 一 个 在 此 平 


及” 面 上 的 .质量 为 m 的 小 球 (作为 质点 )， 小 球 
A 可 相对 于 杆 运 动 , 球 与 杆 间 的 摩擦 系数 为 4， 
- 房 一。 求 小 球 沿 04 标的 相对 运动 规律 。 设 初始 
时 ,小 球 与 O 点 的 距离 为 4， 球 的 相对 速度 

5-11 图 为 去 。 


5-12 一 光 请 管子 ,其 轴线 为 一 平面 曲线 ,管子 安置 在 水 平 下 上 以 
等 角 速 o 绕 一 固定 竖 直 轴 O 转动 。 管 内 有 一 小 球 Mk , 它 与 CO 点 的 初 
始 距离 为 ye* 它 相对 于 管子 的 初速 度 为 零 。 证 明 ， 小 球 的 相 对 速度 为 

V, = 75 一 73 
其 中 7 为 小 球 与 O 点 的 距离 。 

5-13 ”如 图 所 示 , 质 量 为 股 ,长 为 27 的 均 质 杆 4B， 其 两 端 分 别 
褒 框 架 的 错 牌 杆 PQ& 和 水 平 杆 PS 无 摩擦 地 滑动 ， 而 框架 则 以 等 角 速 
度 @。 绕 其 固定 轴 PQ@ 转动 ， 求 4B 杆 相对 于 框架 的 运动 方 程 和 平衡 
位 置 。 
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5-14 ”如 图 所 示 ，, 尘 径 为 全 的 圆 环 以 常 朋 速 @ 绕 过 其 环 心 的 固定 
竖 直 轴 转 动 。 质 量 为 1 的 小 球 沿 此 光滑 圆 环 运动 。 试 求 小 球 的 相对 
运动 微分 方程 ,以 及 相对 平衡 位 置 并 讨论 其 稳定 性 。 

5-15 一 火车 在 水 平 直 轨 上 以 常 速 v 行 驶 ， 考 虑 地 球 的 自转 的 影 
喇 ,求证 :车厢 内 的 单 摆 悬 线 与 竖 直 线 的 淆 和 角 为 2o2zsin4/S5, 其 中 q 
为 地 球 自 转角 速度 , 4 为 当地 纬度 。 

5-16 一 个 置 控 用 一 刚度 为 《的 线性 弹 筑 文 撑 , 如 图 示 。 试 求 ; 

(1) 系统 的 平衡 位 置 及 其 稳定 性 。 

《2) 在 平衡 位 置 附近 ， 系 统 作 微 振动 的 微分 方程 和 国有 频率 。 


大 


mm 


题 5-16 图 题 5-17 图 : 
5-17 上 图 为 一 内 燃 机 排 气 阀 系 统 的 简 图 。 已 知 操 杆 扫 4B 对 支 
点 的 转动 惯量 为 7。 , 汽 闪 BC 的 质量 为 1m,, 阅 筑 质 量 为 m,， 计算 
时 可 近似 地 将 mx,/3 集中 于 B 点 , 挺 杆 4D 的 质量 为 my,。 求 将 此 系统 
篇 化 到 阀门 C 点 时 的 等 效 质量 。 
提示 ; 取 C 点 位 移 XX 为 广义 坐标 ， 将 系统 的 功能 写成 形式 


个 = -六 mso2 则 zzo 称 为 等 效 质量 。 
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第 六 章 哈密 顿 力 学 


哈密 顿 力 学 是 相 空 间 ( 由 % 个 广义 华 标 和 7 个 广义 动量 组 成 的 空 
间 , 因此 是 偶数 维 的 空间 ) 上 的 几何 学 ,一 个 哈密 顿 力学 系统 是 由 一 个 
相 空 间 及 其 不 变量 以 及 一 个 哈密 顿 函 数 且 所 决 定 的 。 哈 密 屯 力学 对 于 
一 些 复杂 的 力学 问题 (如 三 维 椭 球 上 的 测 地 线 ), 摄 动 理论 (天 体力 学 )、 
复杂 力学 系统 (如 统计 力学 ) 的 运动 特征 以 及 其 它 物理 领域 (如 光学 、 量 
子 力 学 ) 的 研究 都 具有 很 大 的 价值 。 

在 这 一 章 里 我 们 介绍 哈密 顿 正 则 方程 和 哈密 顿 原理 这 两 个 最 基本 
的 内 容 。 


36.1 哈密 顿 正则 方程 


拉 格 朗 日 方程 是 广义 坐标 的 二 阶 微 分 方程 组 。 蛤 密 顿 正则 方程 是 
它 的 一 种 等 价 形式 ,是 广义 坐标 和 广义 动量 的 一 阶 微分 方程 组 , 它 适用 
于 上 共有 完整 ,理想 约束 (定常 或 非 定常 ) 且 主动 力 有 势 的 系统 。 

1。 哈密 顿 务 数 和 正则 方程 

设 系统 的 拉 格 朗 日 函数 是 


L(g »""” ,0 00 


信义 动量 是 
aL 。 。 
力 = = pl(q1, 4,1 dt) (= 1 2，…)70) (6.1) 
O04,; 
则 拉 格 朗 晶 方程 可 写成 
dp,_9L ,,_1.. 
df dg t= 1 ，72) (6.2) 


从 这 组 方程 中 可 以 反 解 出 广义 速度 ， 且 广义 速度 是 广义 坐标 各 广义 动 
量 的 水 数 ， 即 
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9; = 0 (qis ,qn pi » Dnst) (6.3) 
根据 第 四 章 , 系 统 广 义 能 量 的 表达 式 为 
h= 3 p,q — L(gqi,: ,ns 1 ,nt) 


将 (6.3) 式 代 入 上 式 ， 得 到 用 广义 坐标 和 广义 动量 所 表示 的 广义 能 量 
式 , 通 常 记 作 五 , 即 


H(q,,… 0 Pi, brst)= Pdi( qi ,qn Di Pes", Drot) 


(9 … ,nd1(d1, °°, dn» D1 pist),, 


GCC (6.4) 
根据 (4,38) 式 , 当 工 是 广义 速度 的 二 次 式 时 ,上 式 可 写成 
H(qg,P,t)=7,-1,+U (6.5) 


HH 称 为 哈密 顿 函数 ， 它 的 物理 意义 是 :广义 能 量 在 定常 约束 下 就 是 总 
机 械 能 ， 但 注意 在 数学 形式 上 它 必 须 是 用 哈密 顿 变 量 9g.pP 表示 的 函 
数 。 
例 6.1 对 水 平面 上 不 受 外 力 的 自由 质点 , 写 出 它 的 哈密 顿 函 数 。 
【 解 】 取 质 点 为 对 象 ,自由 度 %= 2, 取 其 直角 坐标 (x,?) 为 广义 坐 


标 , 则 
T= 地 加 ( 信 + 六 ) 
U=0 
[= 地 MM( 必 + 六 ) 
而 广义 动量 为 
2oL 2 DLL 
Pe= a7 = MX, Py = 3y 一 My (1) 
对 于 保守 系统 
H=T+U= (t+) (2) 
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但 这 还 不 是 哈密 顿 函数 ,因为 其 中 含有 广义 速度 ,而 不 是 广义 动量 ， 因 
此 ,将 (1) 式 代入 (2) 式 后 得 到 质点 的 哈密 顿 函数 为 
2 
二 一 十 
2m 2m 
我们 可 以 从 哈密 顿 画 数 得 出 正则 方程 ,这 时 ， 先 将 (6.4) 式 对 4 
求 偏 导数 ,得 


(3) 


,06g _8L OL Og 
2 qd; od; 之 57 Od; 


在 上 询 运 算 中 使 用 了 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 并 且 把 ,看 成 是 与 
9, 无 关 的 独立 变量 。 


将 (6.1) 式 和 (6.2) 式 代入 上 式 ,就 得 到 


of z : 
Do p; 《6。6) 
同 理 , 再 将 避 对 加 求 偏 导数 ,并 考虑 到 (6 
of _ 7 gs _T or Og, : 
0p; i Op ii 89， 0p; 
本 2L og 1 
= G+ Pp,- 人 = 4 (6.7) 


将 (6,6) 式 和 (6.7) 式 联 立 起 来 就 得 到 了 一 组 2 妈 个 变量 0; 和 pj; 的 一 
阶 微分 方程 组 , 即 哈密 顿 正则 方程 : 


oH (J = 1,2,.",7) (6.8) 


从 整个 推导 过程 中 我 们 清楚 地 看 到 ,方程 (6.8) 与 方程 (6.1) 和 和 
(6.2) 是 等 价 的 ,而 后 者 就 是 拉客 裔 日 方程 。 哈 密 顿 正则 方程 的 特点 是 
每 个 方程 都 是 一 阶 的 , 且 方 程 形式 简单 而 对 称 。 
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哈密 顿 正则 方程 (6.8) 的 几何 意义 是 ,在 某 一 瞬间 ， 把 系统 的 状态 
用 27 维 空间 中 一 个 点 来 表示 ,这 个 空间 的 坐标 是 由 Ge 
个 广义 动量 所 组 成 的 ,叫做 相 空 间 , 这 个 代表 
点 叫 相 点 。 例 如 , 当 及 = 1, 即 单 自由 度 时 , 相 
空间 就 是 一 个 两 维 的 相 平 面 ( 图 6-1)。 质 点 
系 的 运动 过 程 在 相 空 间 中 对 应 一 条 相 轨 迹 ， 
每 时 每 刻 反映 出 系统 的 位 形 与 广义 动量 ， 而 
哈 和 名 顿 方程 (6.8) 就 是 给 出 了 相 点 的 运动 速 
度 。 在 振动 理论 和 统计 力学 中 ， 相 空间 是 很 . z 
有 用 的 表示 方法 。 J 

现在 我 们 试图 把 正则 方程 (6.8) 写成 矩阵 形 式 。 为 此 ,引进 2 
行 的 列 阵 加 = (pi,… ,pr :4…，41)”=《D : 9)", 再 引进 列 阵 

H,-(94,., 9 :9H ,9H Y (98 :9H Y 

op Dp Og Od, op : 04 

以 及 双 阶 单位 矩阵 7 了， 则 正则 方程 就 可 写成 下 列 形 式 : 


on : 
a 7 Bo 9 和 7) - a 
ta : 他 q 
通常 把 下 列 22x 27 阶 矩 阵 
[/]= | Se : 《6.10) 


称 为 广 和 矩阵 (Symrlectic Matrix)， 它 具有 反对 称 性 、 双 线 性 等 许多 
ee 一 5.J/ ]。 现 在 可 将 (6。 Ne 


-= WA 四 (6.11) 
2。 正 则 方程 的 首次 积 
如 典 右 不 含 某 一 个 广义 坐标 9;, 即 


of _ 
Bg, 
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由 46.8) 式 第 一 个 方程 可 得 到 广义 动量 守恒 ， 
Pp;= 常量 
再 计算 哈密 顿 函 数 电 《gg pis ,ps 1) 对 tt 的 全 导数 ， 
得 , 
dH 3H 2 0 


dr 7a Aap, ft dg. 


在 运动 过 程 中 ,正则 方程 (6.8) 成 立 , 将 它 代 入 上 式 , 则 得 
dH _9H ,vy (84) | 
dt af +ALap\ 3, /+ da (35/1 于 
即 广义 能 量 对 时 间 的 变化 率 等 于 哈密 顿 函数 如 对 时 间 的 偏 导 数 。 如 
果 石 中 不 显 含 t 那 么 


dH _ es 
-二 =0, 五 = 常数 


即 广义 能 量 守 恒 。 所 以 正则 方程 的 两 类 首次 积分 可 表述 为 ， 
(1) 如 中 不 显 含 某 一 个 4 则 相应 的 广义 动量 守恒 。 
(2) 如 豆 中 不 显 含 时 间 妃 则 广义 能 量 守恒 。 

例 6.2 用 哈密 顿 正 则 方程 解 单 自 由 度 线性 振动 问题 。 
【 解 】 设 广义 坐标 为 9, 则 拉 格 朗 日 函数 是 z 


其 中 m 为 质量 ,6 为 弹簧 侦 强 系数 。 
广义 动量 是 
由 此 得 出 哈密 顿 函 数 为 
pb ,Ek 
Mo om a9 
哈密 顿 正则 方程 为 
dq_p db 
dt m’ df -~ 
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(如 消去 p, 则 得 熟知 的 方程 m4 + &4 =0) 
因 五 中 不 显 含 乡 所 以 有 广义 能 量 积分 


pb Rg 
+ 


可 狗 在 相 平 面 (4=p 平 面 ) 上 ,全 部 相 轨 迹 是 一 族 椭圆 ,其 中 每 一 个 的 大 
小 由 总 能 量 常数 上 确定。 当然 ,也 可 先 从 正则 方程 消去 时 间 tt 得 
dp__ mkg 


然后 再 积分 得 出 相 轨迹 ,这 与 能 量 积 分 完全 等 价 。 
例 6.3 平面 开 普 勒 问题 。 写 出 哈密 顿 正 则 方程 及 其 首次 积分 。 
【 解 】 取 极 坐标 P.2 为 广义 坐标 , 则 势能 为 


UU- -外 
p 
拉 格 朗 日 函数 为 
= 
L A 


算出 广义 动量 是 
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因为 豆 中 不 显 含 gp, 所 以 有 广义 动量 积分 加 = C (常量 ), 这 就 是 动量 
矩 守恒， 又 因 五 中 也 不 显 含 刀 所 以 有 广义 能 量 积分 如 = 瓦 (常量 ) , 即 
Lm p+ C RR 
2 2mp p 
这 是 机 械 能 守恒 。 

在 简单 的 例子 中 ， 用 正则 方程 来 讨论 运动 并 不 见得 有 什么 优越 
性 ， 反 而 觉得 麻烦 了 。 但 是 对 于 自由 度 2 较 大 的 系统 ， 由 于 方程 写成 
2 个 一 阶 方程 ,其 形式 比较 整齐 ,就 有 利于 研究 了 。 在 天 体力 学 中 至 今 
还 在 应 用 的 摄 动 法 ， 就 是 将 哈密 顿 函数 按照 小 参数 展开 后 再 应 用 正则 
方程 的 一 种 方法 。 
哈密 顿 正则 方程 是 在 经 典 力学 范围 内 推导 出 来 的 ， 但 是 用 广义 从 
标 及 广义 动量 表 出 的 运动 方程 已 被 应 用 到 微观 和 高 速 问题 中 去 了 ， 经 
典 力 学 的 方法 在 非 经 典 力学 中 得 到 了 推广 和 应 用 。 


8 6.2 ”哈密 顿 变 分 原理 


.哈密 顿 原理 
ppp 双 典 力学 中 又 一 个 重要 原理 。 这 个 原理 被 看 作 力学 
(乃至 整个 物理 学 ) 中 的 最 高 原理 。 
哈密 顿 原理 在 数学 方面 涉及 到 某 个 泛 函 的 极 值 ( 驻 定 值 ) 问 题 ， 或 
称 变 分 问题 。 有 关 变 分 法 的 简单 介绍 ,可见 附录 了 。 
为 了 叙述 哈密 顿 原 理 , 先 引进 一 个 积分 


t1 . . 
sel L(gdi,',q,41,* ,4,,t)dt 


其 中 上 就 是 拉 格 朗 日 函数 ,这 个 积分 称 为 哈密 顿 作用 量 ， 它 是 Qs 
4, 的 泛 函 。 

哈密 顿 原理 ， 在 相同 的 时 间 , 相 同 的 始 、 末 位 置 和 相同 的 约束 条 件 
下 ,完整 ,保守 系统 在 所 有 可 能 的 运动 中 ， 其 真实 运动 使 险 密 顿 作用 量 
取 极 值 , 即 真实 运动 是 以 下 变 分 问题 的 解 


5S-5| 7(g,g,tdt=n0 (6.15) 
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其 中 gq 和 9 是 (41,…,4,) 和 (491,…,4,) 的 缩写 ,这样 , 力 学 上 求 真实 运 
动 的 问题 就 化 成 了 数学 上 的 变 分 问题 ,哈密 顿 原理 给 出 了 一 条 准则 ,以 
便 在 众多 的 可 能 运动 (约束 许可 的 运动 ) 中 ,将 真实 运动 区 分 开 来 。 

哈密 顿 原理 把 动力 学 问题 归结 为 标量 积分 的 研究 ， 它 特别 适用 于 
近似 解法 ,在 连续 介质 力学 ,结构 力学 等 领域 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

2。 ee 

密 顿 原理 可 以 推广 到 非 保守 系统 和 非 完 整 系统 中 去 。 对 于 非 保 

人 表达 式 为 


5S+ | (2 664) di=0 (6.16) 


其 中 5 仍 是 哈密 顿 作用 量 ，@, 是 非 有 势力 所 对 应 的 广义 力 ,在 左 端 积 
分 式 中 ,括号 内 是 非 有 势力 所 作 的 崖 功 。 

虚 位 移 原理 、 达 朗 伯 原理 及 哈密 顿 原理 是 等 价 的 。 如 果 把 哈密 屯 
原理 作为 基本 原理 ， 则 很 易 直 接 导出 拉 氏 方程 ,因为 ,根据 哈密 顿 原理 
有 


引 gg qi,…， qust)dt=0 
作为 变 分 问题 ,应 满足 拉 半 日 方程 ( 贝 附录 下) 


d (0) 2L 


dr A 一 (2= 1,2,...,7) 


这 就 是 完整 ,有 势 系 统 的 拉 氏 方程 , 反 过 来 也 可 以 由 拉 开 方程 导出 哈密 
顿 原理 。 z 

所 以 ,哈密 顿 原 理 与 拉 氏 方程 是 等 价 的 ,而 拉 氏 方程 可 由 动力 学 基 
本 方程 导出 ,在 第 四 章 已 经 说 明 过 虚 位 移 原理 与 牛顿 定律 的 一 致 性 , 达 
朗 人 原理 与 牛顿 定律 是 等 价 的 。 因 此 ,作为 牛顿 方 学 、. 拉 格 朗 和 
哈密 顿 力学 出 发 点 的 三 个 基本 原理 是 互相 等 价 的 。 


本 题 
6-1 设 月 由 质 1 AR 所 的 质量 为 mm， 在 执 外 背 浪 U(7) 的 力 场 中 运动 ， 试 
°° 223。 


求 质 点 在 下 列 坐 标 系 中 的 哈密 顿 函 数 的 表示 式 。 

(1) 球面 坐标 ; 

(2) 坐标 系 以 等 角 速 o 绕 固定 轴 Oz 旋转 。 

6-2 一 具有 可 变 长 度 L(t) 的 数学 摆 ,1(t) 为 已 知 通 数 , 试 求 此 摆 的 
哈密 顿 函数 及 正则 方程 。 : 

6-3 半径 为 了 的 均匀 贺 球 在 重力 作用 下 自 半 径 为 六 的 固定 圆 球 
的 顶端 由 静止 无 滑动 地 滚 下 , 试用 正则 方程 求 球 心 C 的 加 速度 。 
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第 二 部 分 弹 性 体 
第 七 章 ”弹性 力学 的 基本 概念 


在 本 书 的 第 一 部 分 中 ， 我 们 研究 的 对 象 是 质点 ， 刚 体 及 其 组 合 系 
统 ,研究 它们 在 外 力作 用 下 的 平衡 及 运动 规律 。 在 研究 过 程 中 ,我们 忽 
略 了 物体 的 大 小 和 其 形状 的 改变 。 然 而 ,在 许多 实际 问题 中 ,物体 存在 
着 不 同 程度 的 形变 且 不 容许 忽略 ， 这 种 物体 称 为 变形 体 。 现 在 我 们 就 
来 讨论 变形 体力 学 。 变 形体 有 流体 、 固 体 ， 限 于 篇 幅 本 书 将 不 讨论 流 
体 。 至 于 变形 固体 ,也 可 分 为 几 种 不 同 的 类 型 ， 其 中 最 常见 的 -种 称 为 
弹性 体 ， 其 特点 是 具有 保持 一 定 大 小 和 形状 的 趋势 ， 在 外 力 的 作用 下 
虽然 会 发 生 形变 ， 但 外 力 撤消 后 又 能 恢复 原状 。 研 究 弹性 体 的 力学 称 
为 弹性 力学 ， 其 内 容 主要 是 讨论 物体 在 受 外 力作 用 下 所 产生 的 应 力 、 
应 变 和 位 移 。 弹 性 力学 对 于 校 核 各 种 工程 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 
有 重要 的 意义 ,本 章 将 叙述 与 它 有 关 的 一 些 基本 概念 。 


37.1 弹性 力学 的 基本 假设 


前 已 叙述 ， 弹 性 力学 的 研究 对 象 是 变形 固体 。 由 于 变形 固体 的 实 
际 结构 很 复杂 ， 在 研究 过 程 中 必须 简化 并 用 理想 化 的 模型 来 代替 。 弹 
性 力学 问题 中 一 般 对 变形 固体 作 如 下 基本 假设 ， 

1。 连续 性 假设 

假设 物体 是 连续 的 ,也 就 是 说 整个 物体 的 体积 ,都 被 组 成 该 物体 的 
介质 所 充满 ， 没 有 任何 空 阶 。 根 据 这 个 假设 就 可 以 认为 物体 内 部 的 各 
种 物理 基 , 鲍 如 应 力 ,应 变 , 位 移 ,密度 等 都 是 坐标 的 连续 函数 。 人 研究 连 
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续 分 布 的 可 变形 物体 运动 规律 的 学 科 统 称 为 连续 介质 力学 ， 它 是 力学 
中 的 一 部 分 ,而 弹性 力学 是 连续 介质 力学 的 一 个 分 支 。 有 了 连续 性 假设 
后 ， 就 使 很 多 基于 连续 函数 的 数学 工具 成 了 人 研究 弹性 力学 的 有 效 手 
段 。 

2。 线 性 弹性 规律 

所 谓 线性 弹性 规律 就 是 假设 物体 服从 虎 克 定律 , 即 在 形变 过 程 中 ， 
在 一 定 应 力 范 围 内 物体 所 受到 的 应 力 与 该 物体 的 应 变 成 比例 。 当 外 旋 
撤消 后 弹性 体 的 应 变 将 随 着 减 小 到 零 。 这 种 性 质 也 是 实际 材料 变形 规 
律 的 一 种 近似 模型 ， 它 是 弹性 体力 学 区 别 于 其 他 连续 介质 力学 分 支 的 
本 质 特 后 。 

以 上 两 个 假设 是 最 基本 的 。 在 有 些 情况 下 ， 还 要 增加 两 个 假设 。 

3。 均匀 性 假设 

假定 物体 由 同一 材料 组 成 ， 物 体 各 部 分 的 力学 性 质 完全 相同 。 据 
此 可 以 在 物体 中 任 取 一 部 分 加 以 分 析 ， 廊 得 到 的 结果 对 整个 物体 都 成 
立 。 

4。 各 向 同性 假设 

假定 物体 在 各 个 不 同 的 方向 都 具有 相同 的 弹性 性 质 。 这 个 假设 对 
人 
作 各 向 同性 的 。 

凡是 符合 以 上 四 个 假定 的 物体 就 称 为 理想 弹性 体 。 作 为 基础 教 
材 , 本 书 主要 介绍 理想 弹性 体 的 线性 问题 ,也 就 是 再 加 上 一 个 小 变形 假 
设 ， 即 假定 物体 受 力 后 ,物体 上 各 点 由 于 变形 而 产生 的 位 移 远 远 小 于 
物体 原来 的 尺寸 。 这 样 在 建立 变形 后 的 平衡 方程 时 ， 就 可 以 用 变形 前 
的 尺寸 来 代 赫 变形 后 的 尺寸 ， 使 有 关 的 代数 方程 和 微分 方程 都 能 简化 
成 线性 方程 ， 并 可 应 用 全 加 原理 求解 。 如 果 不 引 进 这 一 假设 ， 那 就 有 
可 能 出 现 非 线性 问题 ， 它 的 数学 求解 要 比 线性 问题 复杂 得 多 。 


37.2 位 移 和 变形 


。 位 移 
er 间 运 动 或 发 生变 形 时 ， 组 成 该 物体 的 各 个 质点 总 会 


* 226 « 


产生 位 移 。 在 物体 所 占据 的 空间 引进 直角 坐标 系 ， 如 图 7-1 所 示 。 假 
定 某 质点 4 的 原始 位 置 的 儿 径 为 ?, 在 物体 运动 和 变形 后 移动 到 新 的 
位 置 7? ， 则 矢 其 

UU=7/ ?7 
就 是 该 质点 的 位 移 。 位 移 包 与 点 
妥 的 坐 宗 有关。 又 因 物 体 的 每 一 
质点 都 可 以 有 位 移 ， 因 而 在 物体 
所 占 的 空间 里 就 形成 了 一 个 位 移 
场 纪 xX,》,z)。 阁 已 知 该 位 移 场 ， 
则 就 可 以 根据 物体 的 原始 位 形 描 
绘 出 在 运动 和 变形 后 物体 的 位 图 了 
形 。 假 设 物 体 在 变形 前 后 都 是 连续 和 光滑 的 ， 就 是 说 不 发 生 据 裂 或 折 
皱 等 现象 ,那么 可 以 认为 位 移 场 是 连续 可 微 的 。 而 且 , 这 个 位 移 场 应 该 
包括 物体 的 刚体 运动 ( 平 动 和 转动 ) 所 引起 的 位 移 以 及 由 纯 变 形 所 产生 
的 位 移 。 

2。 线 应 变 及 剪 应变 

刚体 运动 产生 的 位 移 已 在 理论 力学 的 运动 学 部 分 作 了 详尽 的 叙 
述 ， 弹 性 体力 学 主要 研究 的 是 物体 的 纯 变 形 。 下 面 我 们 介绍 用 来 度量 
物体 纯 变 形 程度 的 两 个 基本 量 -一 一 线 应 变 e。 和 角 剪 应 变 。 

为 了 分 析 物 体 在 某 一 点 卫 的 变形 状态 , 可 以 在 这 一 点 滑 着 坐标 轴 
X,》.z 的 正方 向 取 三 个 微小 的 线段 PP4.PB 和 PC ,其 长 度 分 别 为 dx、 
dy、dz，, 如 图 7-2 4 所 示 。 物 体 变 形 后 这 三 个 微 元 的 长 度 及 它们 之 间 的 
夹 角 都 会 有 所 改变 ,如 果 变 形 后 了 点 在 x* 方 向 的 位 移 分 量 是 w(x,y,z) 


则 由 于 坐标 < 的 改变 , 4 点 在 方向 的 位 移 分 量 将 是 w+ -ae-dx。 
可 见 线段 P4 的 单位 长 度 体 长 (缩短 ) 量 是 


es 称 为 物体 在 已 点 处 灌 x 轴 方 向 的 线 应 变 或 相对 华 长 (缩短 )。 类 似 
地 ,物体 在 已 点 处 洛 》 轴 和 z 轴 方向 的 线 应 变 为 6,= -5 和 ,= -22 
其 中 oz 是 已 点 在 9.z 方 向 的 位 移 分 量 。 我 们 规定 , 当 微 元 长 度 增加 
时 线 应 变 e 为 正 值 ,缩短 时 则 e 为 负 值 。 

现在 来 求 线段 P4 与 PB 之 间 夹 角 的 变化 。 图 7-28 显示 了 P4 


(a) (b) 
图 7-2 
和 了 PB 变形 前 后 的 位 置 在 Oxy 平面 上 的 投影 。 设 书 点 在 ?方向 的 
位 移 分量 是 2， 则 由 于 坐标 的 变化 ，4 点 在 方向 的 位 移 分 量 是 2+ 


-Fd 4。 因此 ,线段 P4 的 转角 是 


0 十 一 一 YX 一 2 
了 人 这 
同 理 可 得 线段 PB 的 转角 是 
Ou 
Dy 
dy 8y 


PA4 与 PB 之 间 的 夹 角 的 改变 量 为 
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称 ?为 物体 在 书 点 处 的 前 应 变 。 在 已 点 处 还 有 两 个 不 同方 向 的 前 应 
变 ， 即 
OW Ov Ou OWw 
pm By + Bz OY Bz + Ox 
它们 分 别 对 应 于 PB 和 PC 间 的 改变 及 PC 和 P4 间 夹 角 的 改变 。 
我 们 规定 ， 当 角度 减 小 时 剪 应 变 为 正 ， 当 角度 增 大 时 前 应 变 为 
负 。 

以 后 将 进一步 说 明 , 线 应 变 eo、ey、es 和 前 应 变 poy、PyosYes 这 六 个 
应 变 分 量 可 以 完全 确定 物体 在 点 PP 处 的 变形 状态 。 为 了 研究 整个 物 
体 的 变形 ,可 以 设想 把 物体 分 成 无 数 个 微小 的 单元 体 ,每 一 个 单元 都 只 
.有 上 述 长 度 和 角度 的 基本 变形 。 把 这 些 变形 后 的 单元 体 组 合 起 来 ， 就 
形成 变形 后 的 物体 ,从 而 反映 出 物体 的 整体 变形 。 


$7.3 内 力 和 应 力 


物体 受 外 力作 用 而 变形 ， 其 内 部 各 部 分 之 闻 因 相对 位 置 改 变 而 引 
起 的 相互 作用 力 称 为 内 力 。 这 种 内 力 一 般 随 外 力 的 增 大 而 增 大 ,超过 茶 
一 限度 时 材料 就 要 被 破坏 。 

为 了 求 出 物体 在 外 力作 用 下 某 一 截面 上 的 内 力 ,常常 使 用 截面 法 。 
图 7-3 4 是 一 个 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 的 物体 。 为 了 求 出 截面 jz 上 
的 内 力 ,可 将 物体 沿 此 截面 切 开 , 任 取 其 中 一 部 分 ,例如 4, 作为 研究 对 
象 。 物 体 4 仍 应 是 平衡 的 ,因此 mx 面 上 必 有 内 力 存 在 ,它们 和 作用 
在 A 上 的 外 力 一 起 构成 平衡 力 系 ( 见 图 7-35)。 这 部 分 内 力 是 如 部 分 
对 4 的 作用 力 。 根 据 连 续 性 假设 ,在 截取 的 截面 上 的 每 - -点 处 都 有 内 
力 。 为 了 说 明 内 力 在 截面 内 某 一 点 处 的 强 弱 程度 ， 需 要 引入 应 力 的 概 

围绕 截面 内 的 某 点 MK ,到 一 个 微 面 积 4 ， 并 以 4P 表示 作用 在 
4F 面 上 的 内 力 的 合力 , 则 内 力 的 平均 集 度 , 即 平均 应 力 为 4 /44 。 
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图 7-3 


若 令 微 面 积 4F 无 限 减 小 而 趋 于 M 点 , 因 内 力 是 连续 分 布 的 ， 则 平均 
应 力 将 趋 于 一 定 的 极限 DP， 即 
p= lim -= (7 .2) 
我 们 称 极 限 和 失 量 2 为 物体 在 mx 截面 上 的 M 点 的 应 力 。 它 的 方 
向 与 内 力 4P 的 方向 一 致 。 通 常 称 为 被 面 MU 上 MM 点 的 全 应 力 。 
全 应 力 矢量 可 以 分 解 为 两 个 分 量 ,一 个 沿 作 用 面 的 法 线 方向 , 称 为 
正 应 力 或 法 向 应 力 , 用 o 表示 ; 男 一 个 沿 作 
用 面 的 切 向 , 称 为 前 应 力 或 切 向 应 力 , 用 * 
表示 。 正 应 力 和 前 应 力 与 材料 的 变形 及 强 
度 直 接 相 关 , 今 后 经 常用 到 。 显 然 , 一 点 处 
的 全 应 力 、 正 应 力 和 前 应 力 之 间 存 在 下 列 
关系 式 (图 7-4) 
图 7-4 p=0+7? (7.3) 
应 力 的 量 纲 为 [长 度 ]- 二 质量 工时 间 ]-: ， 在 国际 单位 制 中 应 力 的 单 位 
是 N/m, 简 称 Pa( 帕 ) 或 kKN/m?、MN/m: 等 。 
例 7.1 求 充 气球 壳 壁 内 的 平均 正 应 力 。 一 个 内 径 为 了 ,外 径 为 民 
的 充气 球 壳 ,， 壳 内 承受 压强 为 4 的 均 布 气 压力 。 试 求 过 球 心 的 横 截 面 
上 的 平均 正 应 力 。 
【 解 】 为 求 某 平面 上 的 应 力 , 可 截取 分 离 体 。 用 一 个 经 过 球 心 的 平 
面 将 球 切 成 两 半 , 把 上 半球 作为 一 个 分 离 体 来 研究 (如 图 7-5 这 示 )。 
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此 半球 壳 受 到 均匀 分 布 在 内 球面 上 的 内 压 作 
用 ;环形 横 截 而 上 有 内 力作 用 。 根 据 平 衡 条 件 可 
知 ,环形 横 截面 上 的 内 力 是 沿 截 面 法 线 方向 的 。 
设 该 截面 上 的 正 应 力 为 均匀 分 布 的 ， 则 各 处 的 i 
正 应 力 相同 且 等 于 截面 上 内 力 之 和 除 以 环形 横 
截面 积 。 已 知 环形 截面 的 面积 为 x(R?-7?)， 图 7-5 
截面 上 的 内 力 之 和 等 于 作用 在 半球 过 上 的 内 压力 在 截面 法 向 上 投影 的 
总 和 。 我 们 得 到 
o= Arg/ (R77)n=74/(R— ?7’) 
其 中 xr? 是 内 半球 面 在 模 截面 上 的 投影 面积 。 上 面 得 出 的 公式 适用 于 
各 种 球 壳 。 


习 题 
7-1 如 图 所 示 , 求 一 个 承受 均匀 外 压 
强 旋 的 球 壳 在 壁 内 的 平均 正 应 力 。 设 球 过 
的 内 、 外 半径 分 别 为 和 开 。 
7-2 ”如 图 所 示 , 壁 厚 为 天 的 圆柱 形容 


器 , 横 截面 的 内 半径 为 7,。 当 该 容器 承受 均 
本 内 、. 压 办 作用 时 , 试 求 夭 向 的 正 应 力 大 小 
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7-3 图 示 顶 架 在 中 点 受 集中 力作 用 , 试 求 杆 dy/ ,ef 及 eg 内 的 拉 


- oe《( 提 示 ; 术 架 的 各 组 成 部 件 的 内 力 都 是 轴 向 力 )。 


* 232.。 


第 八 章 ”材料 力学 基础 


在 进入 对 弹性 力学 的 详细 讨论 之 前 ， 我 们 先 来 介绍 一 下 有 关 材 料 
力学 的 一 些 基础 知识 。 材 料 力学 也 是 国体 力学 的 一 个 分 支 ， 它 所 研究 
的 对 象 也 符合 理想 弹性 体 的 各 项 基本 假设 。 与 弹性 力学 不 同 的 是 ， 首 
先 , 它 只 研究 杆 状 构 件 , 也 就 是 长 度 远大 于 宽度 和 厚度 的 构件 ;其 次 ,在 
研究 杆 状 构件 时 ， 它 常常 给 出 一 些 关 于 变形 方式 和 应 力 分 布 方式 的 假 
定 ,这 些 假 定 使 求解 变 得 简便 ,但 解答 却 常 常 只 是 近似 的 ， 不 如 弹性 力 
学 精确 。 既 然 如 此 ,为 什么 还 要 介绍 材料 力学 呢 ? 这 是 因为 ,一 方面 材 
料 力学 的 方法 简便, 计算 工作 量 小 ,在 工程 上 应 用 广泛 ; 男 一 方面 ,材料 
力学 所 讨论 的 杆 件 的 各 种 基本 变形 都 很 常见 ， 其 变形 和 应 力 分 布 也 很 
直观 ,有 助 于 我 们 增加 对 弹性 体力 学 问题 的 感性 认识 。 为 此 ， 我 们 对 材 
料 力学 作 些 简要 的 介绍 。 

在 本 章 中 ， 我 们 将 分 别 讨论 杆 状 构件 在 受到 拉 压 、 甬 切 . 所 转 和 尊 
曲 这 四 种 变形 下 的 位 移 分 布 和 应 力 分 布 。 


$8.1 拉 伸 与 压缩 


起 吊 重 物 的 钢 索 、 柏 架 的 杆 件 、 液 压 油 伺 的 活塞 杆 以 及 曲柄 冲床 
( 例 2.10) 中 的 连 杆 等 杆 件 在 工作 载荷 下 所 发 生 的 变形 都 可 以 看 作 拉 
伸 或 压缩 变形 。 

1。 应 力 计算 | 

图 8--1 4 所 示 的 是 均匀 直 杆 受到 轴 向 拉力 P 作用 时 的 受 力 图 。 设 
模 截 面 m4 在 加 载 前 后 都 保持 为 平面 ,其 模 截 面积 为 二， 则 在 截面 fn 
上 ,内 力 的 合力 为 N=P (图 5),N 的 作用 线 与 杆 轴 重合 , 所 以 称 为 轴 
力 。 图 < 为 杆 件 右 部 的 受 力图 。 由 于 横 截 面 上 的 内 力 是 均 布 的 ， 可 得 
拉杆 横 截 面 上 的 正 应 力 为 
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es i (8.1) 

上 式 已 为 火 量 实践 所 证 实 ， 适用 于 横 截 面 为 任意 形状 的 等 截面 拉 伟 或 
压缩 杆 。 通 常规 定 ;在 辅 向 拉 伸 时 , 横 截 面 上 的 轴 力 和 应 力 ( 称 为 拉 应 
为 ) 为 正 ? 轴 向 压缩 时 ， 横 截面 上 的 轴 力 和 应 力 ( 称 为 压 应 力 ) 为 负 。 公 
式 〈8.1) 对 远离 外 力作 用 点 的 截面 都 是 适用 的 。 在 外 力作 用 点 附近 ， 
由 于 施加 外 力 方式 的 多 样 性 ,外 力 沿 模 截 面 常 是 非 均匀 分 布 的 ,因此 其 
附近 的 横 截 面 上 的 应 力也 是 非 均 布 的 ,不 能 用 (8.1) 式 计算 应 力 。 但 
是 实验 表明 ,对 于 拉 ( 压 ) 杆 来 说 ,只 要 外 力 合力 的 作用 线 沿 杆 轴 ， 则 外 
力 非 均 布 所 引起 的 应 力 非 均 布 现象 是 局 部 性 的 ， 在 离 外 力作 用 点 稍 远 
处 ,外 力 分 布 方式 对 应 力 分 布 方式 的 影响 即 可 忽略 不 计 。 

2。 强 度 计算 

为 了 全 面 了 解 杆 件 的 强度 ， 我 们 进一步 研究 斜 截 面 上 的 应 力 。 以 
图 8-2 所 示 的 杆 为 例 ， 设 截取 的 斜 截面 为 4k, 它 的 法 线 与 杆 轴 成 c 
角 ， 斜 截面 mk 的 面积 为 fs。= fF/cosa ,由 图 8-25, 斜 截 面 上 的 应 力 
为 


ps = 大 =_-cosa=0 cosa 


其 中 c= P/ 太 是 模 鹤 面 上 的 正 应 力 。 为 了 研究 方便 ， 可 将 应 力 ps 分 
解 为 垂直 于 斜 截面 的 正 应 力 ce 和 相 切 于 斜 截面 的 前 应力 rs, 由 图 
8-2C 可 知 
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oo= 加 cosa=ocos*a= -5 (1+Cc0S2c) (8,2) 


bd UO . 
ra= passina= 0 sin aicosa = -sin2a (8.3) 


从 上 面 两 式 可 见 , 在 各 个 不 同方 向 的 斜 截面 上 ,它们 的 正 应 力 和 剪 应力 
都 是 不 同 的 。 最 大 正 应 力 出 现在 a= 0 处 , 即 出 现在 横 截面 上 , 且 omsx 
= of 而 最 大 剪 应 力 则 出 现在 a = x/4 的 截面 上 ，rnsz= 0/2。 

在 工程 上 , 常 要 求 对 受 轴 向 拉 ( 压 ) 的 杆 件 作 强度 计算 , 即 要 求实 际 
工作 应 力 不 超 过 规定 的 材料 许 用 应 力 [c]， 以 保证 在 规定 的 使 用 条 件 
下 不 致 因应 力 过 大 而 发 生 破坏 。 于 是 , 拉 ( 压 ) 杆 件 的 强度 条 件 为 


Omax = ( 计 -) < 上 Lo] (8.4) 


3。 变形 

直 杆 在 轴 向 拉 ( 压 ) 力 作用 下 会 产生 变形 。 设 均 质 直 杆 原 长 为 1, 横 
截面 积 为 ,在 轴 间 拉力 PP 的 作用 下 沿 轴 线 方向 的 伸 长 为 少 ， 杆 件 在 
轴线 方向 的 线 应 变 为 


e= -全 (8.5) 


9- 和 SB ，? 


实验 告诉 我 们 ,均匀 弹性 杆 在 轴 向 载荷 的 作用 下 ,其 应 力 o 与 应 变 

之 冯 存 在 着 一 定 的 关系 ,这 就 是 
o= Ee (8.6) 

其 中 忆 是 比例 常数 ， 称 为 材料 的 拉 压 弹性 模 量 或 杨 氏 模 量 ， 它 的 晤 
网 与 应 力 的 量 纲 相 同 。 各 种 材料 的 杨 氏 模 量 可 在 材料 手册 中 查 到 〈 例 
如 对 低 碳 钢 , E=200 x 108N/m2)。 

公式 (8.6) 称 为 虎 克 定律 ， 它 是 由 英国 科学 家 虎 克 首先 建立 的 。 
当 材 料 适 用 虎 克 和 定律 时 , 称 之 为 线性 弹性 材料 。 

由 (8.1) 式 、(8.5) 式 和 (8.6) 式 可 知 轴 向 总 伸 长 量 为 


EF EF (8.7) 


上 式 在 杆 件 受 压 的 情况 下 也 是 成 立 的 , 式 中 的 EF 常 称 为 构件 的 拉 压 
刚度 ， 它 反映 了 构件 抵抗 拉 压 变形 的 能 力 。 注 意 (8.6) 式 和 (8.7) 式 
都 仅 在 应 力 不 超 过 一 定 限 度 时 才 成 立 。 
例 8.1 一 直径 为 d= 3 cm 的 等 截面 圆 钢 杆 受 到 沿 轴 向 的 载荷 作 
用 , 如 图 8-34a 所 示 。 设 P= 100 kN, P,=140 kN, P,= 120kN。 
试 求 各 有 段 内 力 及 总 的 变形 。 图 示 长 度 均 为 cm, 钢 杆 弹性 模 量 巨 = 
80 NN | 200 x 10'N/m’。 
【 解 】 〈1) 内力 计算 。 根 据 和 截面 
法 可 求 出 各 杆 段 的 内 力 ( 轴 力 ): 
A4B 有 段 : Ni= 100 kN (拉力 ) 
DPC 段 ; N,=100-140= -40kN( 压 
力 ) 
CD 段 :; Ns,=100-140+120=80kN 
(拉力 ) 

将 各 杆 段 的 轴 力 大 小 显示 在 图 2 上 ， 
可 以 直观 地 说 明和 名 杆 段 所 受 内 力 的 情 
况 。 这 种 显示 杆 内 轴 力 分 布 的 图 称 为 
轴 力 图 。 

(2) 变形 计算 。 先 根据 各 段 的 内 力 ， 按 公式 (8,7) 计算 各 分 段 的 
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变形 ,然后 取代 数 和 ，, 即 得 整个 杆 的 总 变形 量 为 


A= 到 六 CNix20+Nax 10 + 入 ;x30) = 0.0283 cm (〈 伸 长 ) 


例 8.2 图 8-4 所 示 为 等 截面 直 杆 ， 长 为 人 , 横 截 面积 为 f, 材料 
单位 体积 的 重量 为 ?, 弹性 模 量 为 上。 该 杆 受 到 图 示 的 轴 向 拉力 喇 作 
用 , 试 求 任 一 倘 鹤 而 4B 上 的 应 力 和 杆 件 的 总 伸 长 。 

【 解 】 设 截面 4Z 与 直 杆 下 问 的 距 
离 为 *, 按 照 截面 法 , 取 截 面 4B 以 下 的 
部 分 为 分 离 体 ， 该 部 分 所 受 重力 的 合力 
为 vfFx, 由 图 2 得 4 面 上 的 应 力 为 


| yee Es 人 Fp 
, 可 见 杆 顶 端的 应 力 最 大 。 


杆 件 的 变形 可 由 (8.7) 式 求 出 ,但 因 
重力 是 体积 力 , 故 要 将 (8。 7) 式 改 为 积分 


| 式 计算 , 即 得 
(0) BE 2 


=- 井 | (+ -EF+2F 

例 8.3 拉 压 静 不 定 问题 。 在 第 二 章 中 讨论 的 全 是 静 定 问题 ， 现 
在 有 了 材料 力学 知识 ,就 可 解决 静 不 定 问题 了 。 静 不 定 问题 亦 称 超 静 定 
问题 ,必须 以 杆 件 的 变形 ,变形 的 协调 以 及 变形 与 内 力 的 关系 作为 静 平 
衡 方 程 的 补充 , 才 可 求解 。 

图 8-54 所 示 的 结构 由 三 根 直 杆 组 成 。 设 杆 1 和 杆 2 的 材料 、 截 
面积 及 长 度 完 全 相同 , 分 别 记 作 世 ,F 和 1。 杆 3 的 弹性 模 量 、 截 面积 
及 长 度 分 别 为 £,、F, 和 /,。 试 求 在 图 a 所 示 重 物 Q@ 的 作用 下 各 杆 
的 内 力 。 

【 解 】 本 题 共 有 三 个 来 知 数 , 即 三 丁 的 内 力 N _N。 和 NN,。 Se 
构成 平面 共 点 力 系 ,但 具有 两 个 平衡 方程 ， 因 此 这 是 一 个 超 静 定 问题 ， 
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其 求解 步骤 如 下 ， 
(1) 列 出 静 力 平衡 方程 。 图 8-5 为 4 点 的 受 力图 , 由 兽 力 平衡 
方程 得 


图 8-5 


SF,=0: N,sne- Nsna=0 (1) 
SF,=0: Q—- N,—-Nicosa—- Ncosa=0 (2) 
由 (1) 式 利 (2) 式 可 得 
N=N,, N,;=Q@-2Ncosa z (3) 
(2) 变形 计算 。 切 断 杆 件 3, 将 入, 看 作为 未 知 的 主动 力 ( 常 称 为 
歼 余 力 )， 使 系统 成 为 静 定 结构 。 分 别 计算 在 载荷 @ 和 效 余 力 As 作 
用 下 妇 点 的 位 移 。 
”由 图 8-5c, 在 力 @ 作 用 下 , 杆 1 和 杆 2 的 内 力 为 Q@/2 cos a, 两 杆 


a QW! 。 竹 - 广 向 dy a 
的 伸 长 均 为 41= -万 和 由 此 而 引起 4 点 的 锅 生 方向 的 位 移 为 


sd Ql 


cosa 2 EFcos’a 


同 理 , 见 图 8-5 4d, 静 定 结构 在 缆 余 力 N :单独 作用 下 (本 1 和 村 ?2 
均 受 压 ), 4 点 的 铅 垂 方向 的 位 移 为 
3 = -Ny 
* 2 EF Od 
由 登 加 原理 , 和 4 点 总 的 销 垂 位 移 为 
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B= 6,+6,= --(Q—N,) (4) 


I 
2 EF cos:a 
(3) 位 移 协 调 。A 点 如 有 铅 重 位移 64, 则 杆 3 必须 有 相应 的 位 移 
才 可 能 保持 结 多 的 完整 和 连续 。 对 杆 3 应 用 虎 克 定律 可 得 
~“ EF, (5) 


联 立 (4) 式 和 (5) 式 即 得 
| 
0 
注意 到 几 = 1 cos c, 则 由 上 式 可 求 得 杆 3 的 内 力 为 
N 


(QQ — N.Y = Nsls 


= 外 Ls EN | ee a 
”下 天 FF 2EFcosa/ 2EFcosa 
全 和 pp C00 
将 (6) 式 代入 (3) 式 即 得 村 1 和 杆 2 的 内 力 为 

_N_Q-N,. _ QEFcos:ea 
z A re C2 
由 此 结果 可 见 , 杆 件 内 力 与 杆 的 拉 压 刚度 EF 有 关 。 如 果 杆 1 和 杆 2 
不 变 ， 则 当 杆 3 的 拉 压 刚度 已 :地 增 大 上 时， 比值 A/E,Fs 就 减 小 ， 
必 s 也 就 越 大 。 即 若 增 大 某 杆 的 刚度 ， 则 该 杆 承 受 的 轴 力 值 亦 相 应 地 
增 大 。 


$8.2 前 切 


上 一 节 讨 论 的 是 作用 在 某 一 截面 法 线 方 向 上 的 内 力 和 应 力 ， 以 及 
由 人 它们 所 引起 的 变形 。 这 一 节 将 介 绍 与 作用 平面 相 切 的 内 力 (前 应 
力 ) 及 其 产生 的 变形 ( 称 为 前 切 变 形 ), 先 举例 说 明 。 

图 8-6 4 为 连接 两 薄板 的 锦 杀 。 在 图 示 载 荷 下 该 锦 杀 将 产 生 剪 切 
变形 。 此 时 锅 钉 的 两 侧 受 烈 一 对 大 小 相等 、 方向 相反 的 力 P 作用 (图 
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8-6 5)， 这 一 对 力 的 作用 线 间 只 有 很 小 的 距离 。 如 截取 锦 钉 的 下 半 部 分 
为 脱离 体 ( 图 8-6 c)， 则 可 知 在 截面 mh 上 ， 分 布 内 力 系 的 合力 驴 必 
与 力也 平行 ,由 平衡 条 件 可 得 
Q=P (8.8) 
内 力 Q@ 与 截面 mn 相 切 , 称 为 该 截面 上 的 前 力 。 受 前 面 上 的 实际 
变形 和 受 力 很 复杂 , 现 假设 应 力 在 前 切面 上 是 均匀 分 布 的 , 设 下 为 剪 切 
而 面积 , 则 剪 应 力 为 


r=Q/F=P/F (8.9) 
p{= 3 "起 ] 
ja i tr) 


图 8-6 


在 设计 螺栓 、 钉 子 、 锦 钉 等 受 前 部 件 时 ， 常 应 用 方程 (8.9) 来 确定 
部 件 的 大 小 ， 使 实际 剪 应 力 不 超 过 材料 的 容许 前 应 力 [rz]， 容 许 前 应 
力 的 大 小 通常 是 该 材料 的 容许 拉 压 力 的 0.5 至 0.6 倍 。 

为 了 说 明 剪 应 力 所 产 生 的 变形 ， 我 们 人 饶 究 一 块 很 小 的 立方 体 单元 
并 假设 此 单元 没有 承受 法 回应 力 。 如 有 所 该 立方 体 承 受 沿 顶 面 分 布 的 前 
应 力 ,那么 根据 力 的 平衡 条 件 可 知 , 在 单元 底面 上 还 必须 作 用 有 大 小 
相等 ,方向 相反 的 剪 应力, 这 一 对 前 应 力 组 成 一 个 力 偶 矩 , 所 以 ,根据 力 
和 托 平衡 的 条 件 , 单 元 体 两 侧面 上 也 应 有 一 对 大 小 相等 ,方向 相反 的 竖 向 
前 应 力 , 其 大 小 也 是 * ( 见 图 8-74)。 因此 , 剪 切 变 形 发 生 时 党 有 这 样 
的 特点 : 

(1) 作用 于 材料 单元 上 的 砍 应 力 总 是 大 小 相等 、 方 向 相反 地 成 对 
出 现 。 

(2) 前 应 力 总 是 存在 于 两 个 相互 垂直 的 平面 上 。 在 这 两 个 平面 上 
的 剪 应 力 大 小 相等 ,但 它们 的 方向 或 是 指 同 两 王 直 平面 的 交 线 ,或 是 背 
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岛 两 亚 面 的 交 线 。 

仅 承 受 前 应 力 的 单元 称 之 为 纯 前 状态。 图 8-75 是 纯 前 状态 下 材 
料 的 变形 图。 由 该 图 可 以 看 到 ,因为 单元 上 没有 法 向 的 正 应 力作 用 ,所 
以 立方 体 边 长 不 会 改变 。 然 而 ,前 应 力 将 使 正方 形 abca 变 成 斜 方形 ， 


8-7 


如 图 (8-78) 中 碰 线 所 示 。c 点 的 直角 人 acd 在 变形 后 减 小 了 ?， 这 
个 ? 角 称 为 前 切 应 变 ,是 度量 前 切 变 形 大 小 的 物理 量 。 
根据 实验 得 知 , 在 弹性 范围 内 ,材料 的 前 应 力 与 前 应 变 成 正比 。 这 
个 关系 称 为 前 切 瞄 克 定 律 , 即 成 立 
7=(y (8,10) 
其 中 比例 常数 G 称 为 材料 的 剪 切 弹性 模 量 。 


“ $88.3 扭 转 


若 在 杆 件 的 两 端 作用 两 个 大 小 相等 ,方向 相反 的 力 偶 ,其 作用 平面 
垂直 于 杆 件 的 轴线 。 在 这 一 对 力 偶 作 用 下 ， 杆 件 的 任意 两 个 横 截 面 都 
发 生 绕 杆 件 轴 线 的 相对 转动 。 这 种 形式 的 变形 就 称 为 扭转 变形 。 例 如 
汽车 上 与 方向 盘 相连 的 转向 轴 就 是 一 个 受 捏 的 杆 件 。 这 里 我 们 仅 讨 
论 圆 轴 的 扭转 。 下 面 将 分 别 从 几何 、 物 理 和 薪 力 平衡 三 个 方面 进行 讨 
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论 。 
1。 几 何方 面 
关于 圆 轴 扭转 有 一 个 平面 假设 . 圆 轴 捏 转变 形 前 的 横 截 面 在 变形 
后 仍 保持 为 平面 ,其 形状 和 大 小 不 变 : 横 截面 的 半径 仍 保持 为 直线 ， 且 
相 邻 两 截面 间 的 距离 不 变 。 据 此 假设 ,在 发 生 扭 转变 形 时 , 圆 轴 的 模 截 
面 像 刚 性 平面 一 样 绕 轴线 旋转 了 一 个 角度 ,但 不 同 的 模 截 面 转 过 的 角 
度 不 同 。 


图 6-8 


在 图 8-8 a 中 , wp 角 表 示 左 , 右 两 端 截面 的 相对 转角 , 称 为 扭转 角 ， 
单位 为 弧度 。 现 用 相距 为 dx 的 两 个 横 截面 m%mr， 和 nn 从 轴 中 截 出 一 
个 微 段 ， 如 图 8-85 所 示 。 在 此 微 段 上 用 两 个 夹 角 无 限 小 的 径 向 截 
面 截取 一 个 攀 形 的 单元 体 , 它 在 圆 轴 表 层 的 面积 记 作 abcd。 当 圆 轴 发 
生 扭 转变 形 后 , 设 该 微 段 的 两 端 截 面 2m 和 nn 的 相对 转角 为 dg, 则 
出 平面 假设 ， 棉 形 单元 体 上 的 半径 o4 和 0b 也 转 过 dg 角 而 分 别 到 达 
oa 和 00 ,所 以 单元 体 表 层 的 矩形 aBcd 改变 为 平行 四 边 形 a’b'cd , 即 
产生 剪 切 变形 。 直 角 人 adc 的 改变 量 为 
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? 就 是 微 段 边缘 4d 点 处 的 前 应 变 。 同 理 可 知 ， 攀 形 单元 本 上 距 圆心 为 
Pp 处 的 矩形 面 也 产生 前 切 变形 (图 8-8 c), 其 剪 应变 是 


上 式 中 与 呈 为 扭转 角 沿 轴线 过 的 变化 率 。 


2。 物理 方面 
根据 前 切 虎 克 定律 (8.10) 式 ， 可 得 横 截 面 上 距 圆心 为 p 的 任意 点 
处 的 茧 切 应 力 为 


t= Gy,=Gp Se z (8.12) 
又 因 发生 在 垂直 于 轴 兴 径 的 平面 内 ,所 以 zt 也 与 半 和 名 相 垂直 。 
3。 静 力 平 衡 方面 。 


(8.12) 式 表 明 , 横 截 画 上 的 剪 应力 
沿 径 向 线性 分 布 ,如 图 8-9 所 示 ,而 整个 
横 截 面 上 上 的 内 力 系 组 成 一 个 内 力 偶 矩 ， 
其 大 小 为 

rprodF 

其 中 d4 =2zpdp 是 横 截 面 上 的 环形 面 
积 微 元 。 根 据 扭矩 的 定义 ， 现 在 的 内 力 
偶 矩 就 是 该 截面 上 的 扭矩 44 zx , 即 


Mr= | .road 时 营 GS2| pd F 


是 Re 

为 横 截 面 对 点 的 极 惯性 短 , 它 只 与 模 截 面 的 几何 尺 十 有关。 

于 是 我 们 得 到 辐 轴 扭转 时 ,扭矩 4 zx 与 角 位 移 dg 之 间 的 关系 为 
Mx = GJ -Se (8.14) 


(8.13) 
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将 圭 式 代 回 (8.12) 式 , 即 得 
w= je (8.15) 
由 此 即 可 计算 模 截 面 上 距 圆 心 为 p 的 任意 点 处 的 前 应 力 。 
根据 前 应 力 的 分 布 规律 可 知 ， 实 心 轴 的 内 层 材料 只 承受 很 小 的 载 
人 荷 。 因 此， 用 同样 多 的 材料 做 成 的 空心 圆 杆 出 做 实心 圆 杆 的 抗 扭 能 力 
更 强 。 
为 了 求 得 扭转 时 的 变形 量 , 即 扭转 角 p， 只 要 利用 (8.14) 式 , 就 可 
求 得 
p=| do= | -EF 人 (8.16) 
其 中 p 是 相距 为 1 的 两 个 模 截 面 闻 的 相对 转角 。 
还 应 指出 ,上 述 公式 的 应 用 是 有 条 件 的 ,它们 只 适用 于 圆 截面 轴 ， 
而 且 横 截面 上 的 最 大 前 应 力 不 得 超过 规定 的 极限 值 ， 即 不 超过 材料 的 
前 切 比 例 极限 。 
例 8.4 如 图 8-10 所 示 , 由 元 颖 钢管 制 成 的 汽车 传动 轴 4B, 外 
径 为 D=90 mm, 壁 厚 为 1=2.5mm, 材料 为 45 号 钢 , 使 用 时 的 最 大 
扭 托 为 M = 1.5 kN:m, 试 求 轴 的 最 大 前 应 力 Tmaxo 


图 8-10 


【 解 】 先 计算 横 截 面 ( 即 回环 ) 的 极 避 矩 。 因 轴 的 内 径 为 d= 忆 ~ 21， 
故 极 惯 逢 为 


四 2%(D/2 8 _ x 
J=|.p dr-=| | d pd0=-E-(Dt-d) 
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= 0 854) = 1.316 x 104mm4= 1,316 x 10-°ms 


因 最 大 剪 应 力 出 现在 圆 轴 的 最 外 缘 , 由 〈8.15) 式 得 
MD _ 1.5x0.045 


EE IO KN/m® 
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$8.4 弯 曲 


车 作用 于 丁 件 上 的 外 力 垂直 于 杆 件 的 轴线 并 使 变形 前 本 来 为 直线 
的 轴线 在 变形 后 成 为 曲线 ， 这 种 形式 的 变形 称 为 蛮 曲 变形 。 凡 是 以 弯 
曲 变形 为 主 的 杆 件 ,在 习惯 上 称 为 梁 。 例 如 桥 式 起 重 机 的 大 梁 、 火 车 的 
轮轴 等 。 

梁 的 弯曲 也 可 以 有 各 种 复杂 的 情况 ， 在 本 节 中 我 们 将 集中 讨论 较 
简单 的 情形 , 即 只 讨论 静 定 梁 的 平面 弯曲 。 

所 谓 平面 守 曲 ， 是 指 作 用 于 杆 件 上 的 所 有 外 力 都 在 一 个 包含 轴线 
的 纵向 对 称 平面 之 内 ( 见 图 8-11)， 弯 曲 变形 后 的 轴线 也 是 位 于 此 对 
称 面 内 的 一 条 曲线 。 


ZH 个 、 杆 人 性 插 琵 
4 


po 


图 8-11 
所 谓 静 定 梁 ,是 指 支 座 反 力 可 由 静 力 平衡 条 件 完全 确定 的 梁 ( 不 符 
合 此 条 件 的 梁 称 为 静 不 定 梁 )。 下 列 三 种 梁 都 是 静 定 染 。 
(1) 简 文 茶 。 深 的 两 端 分 别 为 固定 匀 链 支 座 和 滑动 铵 链 支 座 ， 图 
8-12 2 所 示 为 简 支 梁 的 计算 简 图 (注意 ,工程 实际 中 梁 的 支 座 和 载荷 较 
复杂 ,我 们 在 这 里 采用 的 都 是 经 过 简化 的 计算 简 图 )。 
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(2) 县 辟 梁 ,又 称 肪 梁 。 梁 的 一 端 为 固定 端 ( 夹 住 或 授 入 ) , 另 一 端 
为 自由 端 , 如 图 8-12 5 所 示 。 

(3) 外 伸 梁 。 梁 的 两 个 支 座 分 别 是 固定 铵 链 支 座 及 滑 动 贸 链 支 
座 , 但 梁 有 一 端 (或 两 端 ) 伸 出 在 支 座 之 外 ,如 图 8-12c 所 和 示 。 


SS 


图 8-12 


至 于 梁 上 的 载荷 ,主要 有 集中 力 、 分 布 力 和 集中 力 偶 等 。 

以 下 对 受 平 面 弯曲 的 静 定 梁 ,讨论 它 在 载荷 作用 下 产生 的 前 力 、 弯 
矩 , 应 力 分 布 以 及 梁 轴 由 于 变形 所 成 的 挠 曲线 。 

1， 载荷 、 剪 力 和 麻 矩 

若 已 知 染 上 的 载荷 ,由 平衡 条 件 就 可 求 得 静 定 梁 的 支 座 反 力 ,于 是 
就 可 计算 截面 上 的 内 力 。 

为 了 求 出 梁 的 某 截面 上 的 内 力 , 可 沿 该 截面 把 染 分 成 左 , 右 两 段 。 
任 取 一 段 为 平衡 对 象 ， 列 出 平衡 方程 即 可 求 得 该 截面 上 内 力 系 的 主 和 
Q 和 对 截面 形 心 的 主 盾 M。 该 主 和 所 Q 是 与 横 截 面相 切 的 , 故 称 为 截面 
上 的 剪 力 ,而 内 力 的 主 矩 M (矢量 ) 是 与 梁 的 纵向 平面 垂直 的 , 称 为 该 
截面 上 的 鹿 答 。 前 力 和 弯 矩 是 随 截面 位 置 不 同 而 变化 的 ， 通 常 以 横 坐 
标 % 表示 横 截面 在 梁 轴 线 上 的 位 置 ， 则 各 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 都 是 x 
的 连续 函数 ， 即 - 

Q= Q(x), M = M(x) 

在 求 截面 内 力 时 ,我 们 希望 不 论 取 右 段 梁 或 左 段 梁 为 平衡 对 象 ,所 
求 得 的 同一 截面 的 内 力 不 仅 数 值 相同 而 且 符 号 也 一 致 。 为 此 ， 规 定 梁 
微 元 模 截面 上 的 轴 力 NN、 剪 力 Q@ 和 弯 矩 M 的 正 负 号 规则 如 图 8-13 
所 示 。 从 图 上 可 以 看 出 , 轴 力 的 正 向 沿 截 面 的 法 向 朝 外 , 正 的 前 应 力 使 
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其 所 在 的 微 元 有 闫 时 针 转 动 的 趋势 ， 而 正 的 弯 矩 使 微 元 弯 由 变形 时 
凹面 辐 下 。 


图 8-13 


Ls) (hy 


8-14 


为 了 导出 载荷 、 剪 力 和 弯 矩 之 闻 的 关系 式 ,研究 如 图 8-144 所 示 的 
梁 , 建 立 直 角 坐 标 系 ,并 取 x 轴 沿 梁 的 轴线 方向 。 现 从 梁 中 取出 长 为 dx 
的 线段 ,其 上 作用 有 分 布 载荷 4(XY)， 按 内 力 正 号 规则 作出 如 图 8-140 
所 示 的 受 力 图 ,图 中 C 是 截面 的 形 心 。 列 出 平面 力 系 的 平衡 方程 为 
EF,=0: Q(X)- [QF) +d Q(x) +qXd X=0 


即 SR = g(X) (8.17) 


SL,s=0: M(x)+dM(x)- M(xX)— Q(XdX-— qx) dx oe =0 


略 去 二 阶 小 量 ,可 得 
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dM(x AD = Q(x) (8.18) 
如 将 上 式 求 导 一 次 ， 并 利用 (8.17) 式 , 即 得 


d? Mx) _ 
Ee = G(X) (8.19) 


(8.17) 一 (8.19) 三 式 给 出 了 载荷 集 度 、 剪 力 和 弯 矩 间 存 在 的 关系 ， 据 
此 可 以 校 核 由 截面 法 求 出 的 剪 力 和 弯 矩 ， 也 可 以 根据 载荷 集 度 通过 各 
分 求 出 前 力 和 弯 和 矩 。 

公式 (8.17) 一 (8.19) 是 对 分 布 载 荷 导 出 的 。 对 于 集中 载 苘 ,利用 
6 函数 可 以 作 相 应 的 处 理 , 只 要 注意 到 6 函数 和 单位 阶 跃 函数 1(Y- G) 
的 以 下 性 质 ， 


| 6(x-a)dx=1(x-a)= 9 
[ 5(x-a)f (Xd r= f(a) 


| 1 (xX-aAdxX= (x-a):1(X-4) 


具体 求解 方法 参见 例 8.5 的 解析 法 。 
例 8.5 简 支 梁 4B 受 集中 力 卫 的 作用 ， 如 图 8-15 4, 试 求 任 一 
截面 处 的 剪 力 Q(x) 和 硒 答 M(x)。 
【解法 一 】 截 面 法 。 
(1) 以 梁 为 平衡 对 象 , 求 4,B 的 支 座 反 力 。 由 图 8-15 4, 可 得 
RA (1) 


(2) 设 X<a， 取 左 段 梁 为 平衡 对 象 ,由 图 8-158, 得 
Q(z)= 2, M(x)= x (Xa) (2) 
(3) 设 Xa, 取 右 段 梁 为 平衡 对 象 ,由 图 8-15 C， 得 


Q(X)= - 加 M(x) = ds),(a<xel) (3) 


(4) 在 工程 上 习惯 用 图 形 表示 Q(X) 和 74 (xY) , 称 为 前 力图 和 弯 
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矩 加 ,如 图 8-154d 和 8-15 e。 


人 ia 
ee pe 


图 8-15 


【解法 二 ] 解 析 法 。 

把 支 座 反 力 和 集中 力 都 看 作为 分 布 载荷 : 即 
CC(X) = a) — P(X- a)+ 

再 利用 (8.17) 和 (8.18) 式 , 即 可 求 出 前 力 和 弯 乞 函数 为 
Pb 


O(X—L) 


Q(x) = (4a «= -Pi1(x-a) 
» (Xa) 
| SL es Se , (da<x<l) 


M(x)= | Q(t)dx= Hx- P(x-a)il(x-a) 


二 (Xa) 


pb 
一 YX- P(xX-a)= pd- Xx), (a<x<l) 


(4) 


《5) 


(6) 
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久 上 结果 与 截 曾 法 完 会 :要 问 。 
例 8.6 刚 染 ACB 由 坚 直 村 AC 和 水 平和 村 CB 在 C 点 刚性 连接 
(保持 直角 ) 而 成 ， 如 图 8-16 a 。 求 各 个 截面 上 的 前 力 @ 和 弯 矩 M。 


: 入 、 > 
A (0 /1 


图 8-16 
【 解 】 本 题 不 是 直 染 ,可 称 为 折 梁 ， 但 仍 是 静 定 的 ， 可 用 截面 法 求 
解 。 如 图 8-16 C ,建立 直 角 坐 标 系 Axy。 
(1) 取 整 体 为 平衡 对 象 ,如 图 8-16 a, 求 支 座 反 力 。 


Sr (1) 
2 

i -gh-lRs=0， 即 R= 7 (2) 

31v=0 Y= -R= (3) 
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(2) 截取 水 平 杜 的 右 段 为 平衡 对 象 ,如 图 8-16 5。 


SE,=0: Q(X) = = qh 


Las=0: M(x)= (UU-xQX)= (1 xX), (0<xX<I) (5) 


2 
(3) 截取 竖 直 杆 的 下 段 为 平衡 对 象 , 在 截面 上 还 应 有 轴 力 六， 如 

图 8~16 Co 
SF,=0: QI)= -Xs-qy=ah-y), (0<y<h) (6) 


Sgr We ye 人 (0<y<h) (7) 


= = y. -> gy-= we 
La=0 MON=IQN + qy(h >)， 


(0<y<U) (8) 

根据 (4) 一 (8) 式 ， 基 可 画 出 折 梁 的 轴 力 图 (图 8-16 d)， 前 力图 (图 
8-16 2) 和 弯 怎 图 (图 8-16_)。 

2， 纯 次 曲 时 的 应 力 分 布 

在 求 出 梁 的 横 截面 上 的 前 力 和 弯 矩 后 ,为 了 解决 梁 的 强度 问题 ,还 
必须 了 解 横 截面 上 各 点 的 应 力 分 布 。 在 弯曲 问题 的 强度 计算 中 ， 一 般 
说 正 应 力 比 剪 应力 重 要 得 多 ,所 以 ， 现 在 我 们 来 讨论 纯 弯 曲 ( 梁 的 各 个 
截面 上 前 力 为 零 , 弯 矩 是 常数 ) 时 横 截 面 上 的 正 应 力 分 布 。 

设想 梁 由 无 数 层 纵 向 纤维 组 成 ， 在 弯曲 变形 中 长 度 保持 不 变 的 一 
层 纤维 称 为 中 性 层 。 而 所 谓 中 性 轴 就 是 横 截 面 与 梁 的 中 性 层 的 交 线 ， 
它 垂直 于 梁 的 纵向 对 称 面 , 见 图 8-17。 

类 似 于 圆 轴 扭 转 , 梁 的 弯曲 变形 也 有 平面 假设 ,变形 前 梁 的 横 截 面 
在 变形 后 仍 保持 为 平面 ， 并 且 仍然 重 直 于 变形 后 的 粱 轴线 ， 只 是 绕 截 面 
内 的 中 性 轴 转 过 一 个 角度 。 

根据 平面 假设 ,相距 为 dx 的 两 个 横 截 面 间 的 一 段 梁 , 变 形 后 如 图 
8-18 4 所 示 。 图 中 p 是 中 性 层 的 曲率 半径 , d8 是 两 个 截面 之 闻 的 相 


对 转角 ， 由 图 ，dx = OO” = pd 0, 令 横 截面 的 对 称 轴 为 轴 ， 中 性 轴 
为 z 轴 ， 如 图 8-18 5。 则 距 中 性 层 为 处 的 纵向 纤维 的 线 应 变 为 
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和 ~、 pa 
O!’ 


_ bbb- _ (p+y)d0-pdb yy 8 20 
OO pdb p ( 条 ) 

若 对 每 一 纵向 纤维 都 应 用 拉 ( 压 ) 虎 克 和 定律 (8.6) 式 , 则 得 
rc= Ee=E— (8.21) 


上 式 表明 , 正 应 力 与 该 纤维 到 中 性 层 的 距离 成 正比 ,如 图 8=18c 所 示 。 
显然 中 性 轴 上 的 正 应 力 为 零 。 
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《8.20) 式 中 的 曲率 半径 p 以 及 中 性 轴 的 位 置 都 是 未 知 的 。 为 了 求 
得 它们 ,可 利用 截面 法 。 取 左边 梁 段 为 平衡 对 象 (图 8-12 5), 注意 到 左 
端 截面 上 只 有 弯 矩 WM = MK 。 作 用 ,由 平衡 条 件 即 可 得 


SF,=0: |odF=0 WT EyaF=0 


ps 
可 见 中 性 轴 通 过 横 截面 的 形 心 。 
一 有。 “2, E 2 一 
Z =10: M+| .cydaF=o 即 二 dF=M 
令 |YaF=7 (8.22) 


我 们 称 J ,为 横 截 面 对 于 中 人 性 轴 z 的 惯 矩 。 由 此 可 求 得 变形 后 轴 线 的 
曲率 为 
二 = 名 (8.23) 
.上 式 过 明 ， 上 J, 越 大 ， 在 同样 弯 矩 的 作用 下 , 梁 变 形 后 的 曲率 1/p 就 
越 小 ,所 以 把 EJ, 称 为 梁 的 抗 弯 刚度 。 将 (8.23) 式 代 入 (8.21) 式 ,就 
得 到 纯 弯 曲 时 梁 横 截面 上 的 正 应 力 计 算 公 式 
M 


当 弯 矩 M4 为 正 时 , 梁 的 凸 便 受 拉 应 力 ,a 取 正 号 ,而 梁 的 凹 侧 受 压 应 力 ， 
o 取 负 号 (图 8-12c) 。 

由 (8,24) 式 可 知 ， 梁 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 出 现在 离 中 性 轴 最 
远 处 ,而 在 中 性 轴 附 近 的 材料 只 承受 很 小 的 载荷 ,所 以 在 工程 上 常 采 用 
工 字 型 或 下 字 型 的 型 材 作为 抗 弯 材料 , 它 比 相同 质量 的 矩形 或 圆 截面 
型 材 有 更 强 的 抗 弯 能 力 。 

例 8.7 图 8-194 所 示 为 T 形 截面 铸铁 梁 。T 形 横 截 面 尺寸 如 
图 2 所 示 。 已 知 截 面 对 形 心 轴 z 的 惯性 矩 为 J .= 763 cm4, 且 13 = 52 
mm， 试 求 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 

【 解 】 (1)〉 支 座 反 力 、 剪 力 和 弯 矩 。 由 静 力 平衡 条 件 可 得 

R=2.5kN，Rs =10.5kN，, 方向 如 图 8-19 4 所 示 ， (1》 

则 梁 的 载荷 为 
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d(x%)=2.56(X)— 96(x— 1)+10.56(X—- 2) (2) 


4KN.m 


图 8-19 


上 式 中 没有 写 入 右 端 D 处 的 集中 载荷 ,因为 它 对 下 面 所 作 的 计算 没有 
影响 。 将 (2) 式 积分 即 可 得 前 力 和 弯 矩 分 别 为 
-7 2.5 (0 和 YX<1) | 2 .5X (0<x<1) 
Q(X)= 1 -6.5 (1<x<2), M(xX)= (esss (1<X< 和 2) (3) 
| 4 (2<X<3) 4X—12 (2<xX 志 3) 
弯 窍 图 如 图 8-19 c 所 示 。 可 见 最 大 正 弯 矩 出 现在 截面 C 处 , Mo= 2.5 
kN.m; 最 大 负 弯 和 矩 在 截面 已 处 ,Mas= -4kN.m。 
(2》 正 应 力 。 由 正 应 力 公式 (8.24) 可 知 ， 只 要 对 具有 最 大 弯 抢 的 
截面 计算 拉 应 力 和 压 应 力 。 
对 截面 8,MM; 为 负 , 上 部 纤维 受 拉 ,下 部 纤维 受 压 , 则 最 大 正 应 力 


为 g 
_ 好 py 4x108X52Xx10-3 _ 8 a 
0'B 拉 hs 763(10-2)4 =27.2xX10 N/m 
= 27.2 MN /me (4) 
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763(10-27)14 
=46.2x 10° N/m’= 40.2 MN/m (5) 
对 截面 C,M 6 为 正 ,最 大 拉 应 力 在 截面 下 边缘 各 点 ,为 


ooty = Meds -25x 10°(120+20— 52) x 107° 
: J。 763(10-2)4 


= 28.8x 10N/m?= 28.8 MN/m (6) 

由 (4)、(5) 和 (6) 三 式 可 见 , 最 大 拉 应 力 为 28.8 MN/m*， 最 大 压 应 
力 为 46.2 MN/m:。 对 于 铸铁， 容许 的 抗 拉 应 力 一 般 为 [01]= 30 
MN/m:， 而 容许 的 抗 压 应 力 为 [0s] = 60 MN/m2:。 本 题 均 未 超过 ,这 
时 ,我 们 称 为 满足 强度 条 件 。 

3。 梁 的 查 曲 变形 一 一 挠 曲线 

在 梁 的 纵向 对 称 面 内 建立 直角 坐标 系 , 如 图 8-20 所 示 。 选 取 变 形 
前 的 梁 轴 为 x 轴 , 变 形 后 , 横 截 面 的 形 心 在 垂直 梁 轴 《4x 轴 ) 方 向 的 线 位 
. 移 称 为 挠 度 ,用 纵 坐 标 2 表示 。 一 般 情况 下 ,不 同 横 截面 的 找 度 是 不 同 
的 ,所 以 曲线 v= w(x) 代表 变形 后 的 梁 轴线 , 称 为 挠 曲线 或 已 曲轴。 横 
截面 芍 角 位 移 0 称 为 该 截面 的 转角 。 由 于 忽略 劳力 对 灾 形 的 影响 ,所 
以 当 梁 变形 时 , 横 截面 仍 保持 为 平面 并 与 挠 曲轴 正 交 。 这 样 , 任 一 模 截 
面 的 转角 4 就 等 于 找 曲 线 在 该 截面 处 的 切线 与 x 轴 的 夹 角 。 又 因为 在 
工程 实际 中 , 挠 曲线 是 很 平坦 的 , 即 转角 6 很 小 , 故 有 


jcs 压 | = Masys, 4Xx103(120 二 20 一 52)X10- 
B 压 | 三 ~ 二 -一 一 一 
J 


装 8~20 
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9-=tgb= =v (X) (8.25) 


现在 来 导出 挠 曲线 2= 2(XY) 所 满足 的 微分 方程 。 假 设 梁 的 跨度 远 
大 于 模 截 面 的 高 度 , 这 时 ,可 以 略 去 由 剪 力 而 引起 的 弯曲 变形 ,而 认为 
压抑 妈 和 相应 的 曲率 半径 p 均 为 x 的 函数 , 则 纯 弯 曲 时 的 (8,23) 式 
对 一 般 变 形 也 成 立 ， 故 可 写成 


1 _ M(x) 
二 (8.26) 
将 平面 曲线 的 曲率 公式 
z 1 _ lv’(*)| 
p(x) [1+(27)3 3/ 
代入 (8.26) 式 , 即 得 
124 (YXY) | _ M(x) (8.27) 


[1+(0(X)):1 EJ, 
上 式 称 为 找 度 曲线 的 微分 方程 , 它 是 一 个 二 阶 非 线 性 常 微分 方程 ,在 工 
程 问 题 中 , 梁 的 变形 一 般 均 很 小 ,转角 9 不 超过 1°, 即 (8.25) 式 成 立 ， 
因此 (8.27) 式 中 的 [w(xX)J? 可 以 略 去 。 
如 取 挠 度 " 向 上 为 正 ， 并 考虑 到 图 8221 的 正 负 号 规则 ， 那 么 ， 
(8.27) 式 可 以 简化 为 


ET, 和 8- M (x) (8.28) 


上 上 式 就 是 常用 的 挠 曲线 的 近似 微分 方程 。 
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将 (8.28) 式 求 导 两 次 ,并 利用 (8.19) 式 ,得 
Bj t= g(x) (8.29) 


它 也 是 粱 揭 挠 曲线 近似 微分 方程 。 所 以 求 梁 的 挠 曲线 就 是 求解 常 微 分 
方程 (8.28) 或 (8.29) 式 的 边 值 问题 .通常 可 根据 已 知 载荷 由 解析 法 或 
截面 法 求 出 弯 扼 函数 人 M(x), 再 由 微分 方程 (8.28) 求 得 挠 曲线 VCX)。 
常见 的 齐 次 边界 条 件 如 表 8,1 所 示 。 

衣 8.1 


RS 挠 度 | 转角 | 穹 甜 | 分 力 
v0) | 60) | MO) | Qt 


-Tr 


梁 的 找 度 曲线 可 直接 用 于 校 核 弯曲 变形 的 大 小 ( 称 为 刚度 校 核 )， 
此 外 ， 还 经 常用 于 求解 静 不 定 系 统 和 计算 振动 问题 。 常 用 的 挠 度 曲线 
见 表 8 ,2 

例 8.8 内 燃 机 中 的 凸轮 轴 或 某 些 齿 轮轴 可 以 简化 成 在 集中 力 
PP 作用 下 的 简 文 粱 ,如 图 8-22 示 。 现 已 知 梁 的 抗 弯 刚度 为 上 ]， 试 求 
此 简 支 梁 的 挠 曲线 微分 方程 。 
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【 解 】〗 边界 条 件 为 


v0)=v00) = M0)= M()=0 (1) 
由 例 8.5 已 求 得 交 座 普 力 , 则 有 
q(t) = 6x) - 大 a) + et-D) 
Q(#)= | ax) dt= < ‘1(%—0Q) 
M(x)= (Q(x) dr= x- Px- a)1(¢— 0) (2) 
再 由 抄 曲 线 微分 方程 (8,.28) 式 ,得 
EJo'(x)= tx P(r- a)il(x-a) (3) 


l 


将 上 式 积分 两 次 ,有 
三 2 Pb 2 
EJ9(x)=E; (XUN = -于 7 — Xr — P(X— Qa):1(X— ol+o, 


3 | 条 一 Pxz- es:1(0x-G)| +Cix 


EJvtx)= EJ| 0(x) dx= : 
+C, (4) 
由 20) =w() =0 ,可 求 得 上 式 中 的 积分 常数 为 
Gs -本 二 (1 -6), Cs=0 


代入 〈4) 式 , 即 得 挠 曲 组 方程 为 


Pb 3 2_ 万 2 _ 了 35 
v(x) = ET (Lf2— D2)xX p(* CD) (YX 2) | 


Pbx p22 
ET -x), (0<X<A) 


下 5 在 7 下 


例 8.9 用 欠 加 法 求 梁 的 变形 。 桥 式 起 重 机 的 大 梁 如 图 8-23 & 所 
示 。 梁 的 自重 为 均 布 载荷 , 集 度 为 4。 作用 于 跨度 中 点 的 吊车 为 集中 力 


— (XTX-0)+(L— 0)X— 二 | (dx)) 
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P。 试 求 大 梁 跨 度 中 点 C 的 挠 度 9。 
【 解 】 由 于 挠 曲线 微分 方程 (8.28) 或 (8.29) 是 线性 的 ,因此 当 梁 
上 同时 作用 有 几 个 载 集 时 ,可 用 登 加 法 求解 。 


Pp 


q 
‘AT Te 
{ ! | 
I 
et 


re 


图 8- 23 


大 染 的 变形 是 由 均 布 载荷 4 和 集中 力 PP 共同 引起 的 , 设 在 均 布 载 
荷 单独 作用 下 (图 8-235), 梁 中 点 C 的 挠 度 为 56， 由 表 8。2 可 查 得 
5 ql 
384 EJ 
又 设 在 集中 力 了 单独 作用 下 (图 8-23 c), 梁 中 点 C 的 挠 度 为 6,, 由 中 
8 .2 查 得 


| 


人 
0 48 ET 


由 又 加 原理 ,在 图 示 均 布 载荷 和 集中 力 的 共同 作用 下 ，( 点 的 拨 
度 为 


3 
6=6,+6,= — a (a+P ) 


习 是 
8-1 ”如 图 ,刚性 墙壁 AB 相距 为 (4a+58), 一 杆 固 定 在 其 间 , 力 P 
。263。 


作用 在 截面 C 处 , 试 求 墙壁 4 已 的 反 力 开 和 、。 


题 8-1 图 


8=2 ”图 示 为 一 正方 形 刚体 4BCD, 该 刚体 由 铵 链 4 和 相同 的 两 
直 杆 1.2 辐 定 在 墙 上 。 刚 体 在 BB 点 受 铅 垂 载荷 作用 。 试 求 杆 1 和 村 
2 的 内 力 ( 轴 力 )。 


题 8-2 


8-3 图 示 均 直 杆 的 横 截 面积 为 矿 24 cm*， 弹 性 模 量 忆 =2 x 10 
kN/cm?*。 试 画 出 该 杆 的 轴 力 图 ,并 求全 杆 的 总 变形 。 
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8-4 图 示 为 阶梯 形 传动 圆 轴 ， 已 知 各 段 直径 为 di=4ds=4ds/2= 


40 mm， 长 度 均 为 800 mm, 所 受 的 外 扭矩 分 别 为 好 4= 


EN.m, =1.48rkNim， Mo=1.08rkN:m， 
(1CPa = 10? N/m’) 

(1) 通 出 该 轴 的 扭 算 图; 

(2) 求 起 大 前 应 力 Tmaz; 

(3) 求 总 扭转 角 。 


题 8-4 图 
8-5” 画 出 图 示 各 梁 的 前 力 和 弯 矩 分 布 图 。 


40 KN “ 60 KN 20KN 
ta) | 


Mb,= 0.2x 
G=80G Pa 
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8-6 设 染 的 横 截 面 为 宽 14cm 、 高 24 cm 的 矩形， 所 受 的 载荷 
如 图 所 示 。 求 最 大 正 应 力 的 数值 及 其 所 在 的 位 置 。 


10KN 


10 KN/m 


| 
p B 《 
[a 一 一 一 ET -| 
题 8-6 图 
8-7 ” 试 求 图 示 两 巧 璧 梁 在 自由 端 处 的 转角 和 挠 度 。 


题 8-7 


8-8 一 外 伸 深 及 其 载荷 如 图 所 示 。 已 知已 =dC, 试 求 洪 上 C 点 
和 DD 点 处 的 找 度 。 
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第 九 音 ”弹性 力学 的 基本 方程 


3 9.1 平衡 方程 和 应 力 分 析 


1。 应 力矩 阵 和 柯 西 公式 

弹性 力学 中 所 要 研究 的 一 个 基本 问题 ， 就 是 要 了 解 物 体内 部 的 应 
力 状况 。 由 第 七 章 庚 介 绍 的 应 力 概 念 ,我 们 知道 ,过 物体 内 任 一 点 了 的 
某 一 截面 S 上 的 应 力 , 是 指 S 上 过 点 卫 的 面积 微 元 上 所 受到 的 单位 面 
积 内 力 的 极 加 。 可 见 ,应 力 不 仅 依赖 于 点 卫 的 位 置 ,而 且 依 赖 于 截面 S 
的 方向 。 由 于 过 一 点 卫 的 截面 方向 可 以 有 无 穷 多 个 , 因此 在 同一 点 处 
就 可 以 有 无 穷 多 个 应 力 矢 量 ， 这 就 使 得 分 析 物 体 在 某 点 的 应 力 状 况 成 
为 一 个 看 来 很 复杂 的 问题 。 为 了 克服 这 一 困难 , 我 们 首先 引进 过 点 P 
的 三 个 微小 面积 单元 4S,、4S，, 及 4S, ,要求 它 们 分 别 平行 于 某 一 坐标 平 
面 , 即 它们 的 法 线 分 别 平行 于 #Y 轴 ,》 轴 和 z 轴 的 正方 向 。 我 们 来 考察 
过 点 卫 且 分 别 作用 在 4S。、4S, 和 4S。 上 的 三 个 应 力 矢 量 ， 对 它们 的 
各 个 分 量 分 别 给 出 以 下 的 特殊 记号 ; 


应 力 的 方向 
沿 x 轴 沿 ? 轴 沿 z 轴 
作用 在 汶 : 面 上 Os Toy Tzs 
作用 在 4S, 面 上 “Tys Oy Tye 
作用 在 4, 面 上 Taz Tey 0 


其 中 gc*、cvy 和 0, 称 为 正 应 力 ， 它 们 的 下 标 表 示 力 的 作用 面 的 法 线 方 
向 ;ty 则 是 与 作用 平面 相 切 的 应 力 , 称 为 剪 应力， 其 第 一 个 下 标 i 表示 
力 的 作用 面 的 法 线 方向 ,第 二 个 下 标 7 则 是 该 力 自身 的 方向 。 

这 九 个 特殊 的 应 力 分 量 构成 一 个 张 量 ,其 矩阵 形式 是 
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Oz Try Txre) 
[Loyd = O'y we (9.1) 
Yez Toy Og 
上 式 称 为 在 忆 点 的 应 力 张 量 或 应 力 和 矩阵。 下面 我 们 将 证 明 , 利 用 它 可 
以 确定 在 了 点 附近 任意 截面 上 的 应 力 , 因 此 它 是 十 分 重要 的 。 
我 们 考察 图 9-1 所 示 的 一 个 微小 的 四 面体 PA4BC， 它 由 过 了 后 


图 9-1 


的 三 个 平行 于 坐标 平面 的 面 以 及 一 个 斜面 所 组 成 。 设 斜 截面 4BC 的 
面积 为 4S ,其 外 法 线 N 的 三 个 方向 余弦 分 别 用 1.M 和 2 表示 。 设 此 
四 面体 的 体积 为 47 , 当 四 面体 无 限 减 小 而 趋 于 了 点 时 ,平面 4PL 上 
的 应 力 就 成 为 过 了 点 的 斜 截面 上 的 应 力 。 

记 斜 截面 4BC 上 的 全 应 力 为 pxs 它 在 各 坐标 轴 方 向 上 的 分 量 为 
X、Yy 和 2Zy。 三 个 平行 于 坐标 平面 的 面 的 面积 分 别 为 {:4S、zmm4S 
和 %4S。 当 弹性 体 平衡 时 ,该 四 面体 自然 也 是 平衡 的 ,于 是 可 列 测 力 的 
平衡 方程 ,例如 沿 “方向 的 平衡 方程 为 

XAS~- olAS-rt, mAS-r, ndS+XAMV = 
其 中 于 是 * 方 向 的 体积 力 。 由 于 当 四 面体 无 限 缩小 时 ， 4V 是 比 45 
更 高 阶 的 小 量 ， 故 上 式 经 化 简 后 即 得 斜 截面 上 的 全 应 力 在 Y 方 向 上 的 
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分 量 为 


xy= 10s+mrys + NTos (9。20 ) 

同 理 可 得 
ds (9.20) 
= [ro 十 MTis 十 MO (9。2C) 


(9.2) 时 和 世上 人 上 从 全 应 在 和 人 上 的 分 量 
的 公式 , 称 为 柯 西 公式 。 
将 斜 截面 上 的 这 些 应 力 分 量 再 投影 到 该 截面 的 法 线 方向 ， 即 可 得 
Ow=lXwy+mYy +nNZy (9.3) 
然后 根据 关系 式 oh% +rh = 到 8+ 了 8+2ZX 求 得 斜 截 面 上 的 前 应力 rw 
为 
TN 三 (及 和 十 于 十 ZU 一 08)142 (9.4) 

由 于 上 述 斜 截面 的 方向 (1,M ,2 ) 是 任意 的 ， 这 就 说 明 过 书 点 的 任 
一 斜 截面 上 的 全 应 力 ( 用 应 力 分 量 和 XXy,Y 了 wy,Zw 表示 )、 正 应 力 和 前 应 力 
都 可 以 由 公式 (9.2) 一 (9.4) 求 得 。 因 此 ,一 点 的 应 力矩 阵 [0wys] 就 完 
全 确定 了 物体 在 该 点 附近 的 应 力 状况 。 

2， 平 衡 方程 

从 上 记述 可 知 ， 一 点 处 的 应 力 状 态 可 用 该 点 的 应 力矩 阵 或 该 点 的 
九 个 应 力 分 量 0s、rsy 等 来 描述 。 注 意 到 应 力 分量 gc。、r,， 等 都 是 坐标 
XY, yz 的 函数 ， 对 于 动力 学 问题 它们 还 与 时 间 有 关 。 为 了 求 得 这 些 函 
数 ,我 们 首先 要 导出 它们 所 满足 的 基本 微分 方程 及 边界 条 件 ( 有 时 还 要 
加 上 初始 条 件 )。 在 弹性 力学 问题 中 常 从 静 力 学 ,几何 学 和 物理 学 三 方 
面 来 考虑 问题 ， 这 一 节 就 讨论 静 力 学 方面 的 基本 微分 方程 一 一 平衡 方 
程 。 

如 图 9-2 所 示 , 在 物体 内 的 任意 一 点 了 附近， 截取 一 个 微小 的 平 
行 六 面体 ， 它 的 各 个 表面 分 别 平行 于 一 个 坐标 平面 ， 而 楼 边 的 长 度 为 
PA=dx,PB=dy,PC=dz。 如 前 所 述 ， 应 力 分 量 是 位 置 坐 标的 函 
煞 ,因此 ,作用 在 这 六 面体 两 对 面 上 的 应 力 分 量 不 尽 相 同 。 例 如 若 某 表 
面 上 的 正 应 力 为 0, 由 于 坐标 的 改变 ， 作 用 在 相距 为 dx 的 平行 面 上 
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图 9-2 


的 正 应 力 应 当 是 0。+ -sc d x。 按 此 类 推 便 可 得 到 图 9-2 所 示 的 全 


部 应 力 分 量 。 在 推导 平衡 方程 的 过 程 中 ,由 于 所 取 的 六 面体 是 微小 的 ， 


因而 可 认为 体力 是 均匀 分 布 的 。 
首先 ,以 连接 六 面体 前 后 两 面 中 心 的 直线 &2 为 矩 轴 ， 由 力矩 平衡 


方程 2 用, = 0 可 得 


(raat Fr dy)dxdz +Tt,sd x。 ds- 


-( rt Be dz )dt dy rd Xdy -5 


=0 
经 简化 并 略 去 高 阶 小 量 后 得 到 


Tyz 一 Tpy (9.50) 
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同 组 本 得 到 


Tsp Tres Vry ~ Tyz (9.50) 

这 个 结论 称 为 前 应 力 的 互 等 性 ， 即 作用 在 两 个 相互 和 王 直 的 面 上 并 生生 
页 于 该 两 面 交 线 的 前 应 力 是 互 等 的 。 

(0s+ -3 d x )d ydz-o.dydz 

+ (mr Bdy)dadr-rd2dy 
+ ( res+ 3 dz )dxdy-radxdy 

+Xdxdydz=0 : 

由 平衡 方程 2F,= 0 和 >F,= 0 也 可 得 出 另外 两 个 方程 , 其 中 XX、Y 、 
ZZ 是 作用 在 六 面体 内 的 体积 力 密度 的 分 量 。 各 式 经 化 简 后 即 得 到 弹性 
力学 问题 的 平衡 方程 (又 称 为 纳 维 方程 ) 


人 ac， 3a-， gr， 
dx 有 Dy ”9Dz + 全 =0 
Orsy Do Or (9.6) 
| Br tOy + 0d2 + ™0 
| OT zs OTys Dcr。 


现在 对 公式 (9.5) 和 (9.6) 作 一 些 说 明 。 

公式 (9.5) 得 出 了 前 应 力 互 等 的 结论 ,由 此 可 知 (9.1) 式 所 给 出 的 
立 力 矩阵 是 一 个 对 称 和 矩阵, 也 就 是 说 其 中 只 有 六 个 独立 的 分 量 , 这 六 个 
分 量 决定 了 物体 内 一 点 的 应 力 状 态 。 引 入 剪 应力 的 互 等 性 之 后 ， 柯 西 
公式 (9.2) 和 和 斜 截面 上 的 正 应 力 公 式 49.3) 可 分 别 改写 为 


太志 { 
Yy = | m (9.7) 
A 2 


人 / 
CN 一 | 了 上 (l,m ,nL oss m1 


Ly 
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= Po,+ mio,+no,+ mnrys + NT, + 21M7 yy (9.8) 

平衡 方程 (9.6) 给 出 了 三 个 静 力 学 的 方程 式 , 但 是 连续 体内 应 力 分 
量 却 有 六 个 。 可见 对 于 连续 体 ,在 每 一 点 的 邻 域 内 ,问题 已 是 静 不 定 的 
了 。 为 了 确定 内 力 ， 还 必须 补充 别 的 条 件 ， 即 9.2 节 的 几何 方程 和 
9.3 节 的 物理 方程 。 

3。 主 应 力 

如 上 所 述 , 若 我 们 已 知 一 点 处 的 应 力矩 阵 ,就 可 以 根据 (9.2) 式 或 
《9.7) 式 求 得 任意 斜 截面 上 的 应 力 。 在 工程 上 往往 还 需要 知道 ,在 一 组 
载荷 作用 下 ， 该 点 的 哪 一 个 方向 的 截面 上 将 取得 最 大 (最 小 ) 应 力 ， 以 
便 据 此 进行 强度 校 核 。 这 就 是 所 谓 寻 求 主 应 力 和 主 方向 的 问题 。 

设 经 过 任 一 点 卫 的 某 一 斜面 上 的 前 应 力 等 于 零 , 则 该 斜面 上 的 正 
应 力 称 为 在 点 了 的 一 个 主 应 力 ; 该 斜面 则 称 为 点 P 卫 的 (应 力 ) 主 平面 。 
主 平面 的 法 线 方向 就 称 为 点 P 的 一 个 (应 力 ) 主 方向 。 下 面 将 说 明 如 何 
根据 一 点 处 的 一 组 应 力 分 量 ( 或 [osys]) 来 求 出 该 点 的 主 应 力 和 主 方 问 。 

假设 点 天 有 一 个 应 力主 平面 存在 , 它 的 法 线 的 方向 余弦 为 (1,72， 
N)。 根 据 定义 , 主 平面 上 的 剪 应力 zy 等 于 零 , 所 以 ,该 面 上 的 全 应 力 就 
等 于 正 应 力 c， 也 就 是 主 应 力 。 主 应 力 o 在 三 个 坐标 轴 方 向 上 的 分 量 
为 z 


XAy=lo,Yy= mo,Zy= No (9.9) 
将 上 式 代 入 (9.2) 式 ,可 得 
(ou 一 IO) +Tov0L 二 Tec = 
ee (9.10) 
Tosl + tym + (os~— 0)N=0 
等 求 的 方向 余 芝 满 足 
Pz+jM2z+j2=1 (9.11) 


故 它们 不 全 为 零 ,而 (9.10) 式 具有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
Oy 一 人 Try Tps 


=0 (9.12) 


Tox Tys Oo O 
将 上 式 展 开 , 得 到 关于 o 的 三 次 方程 
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0~-Go:+08,0-B,=0 (9.134) 


Oz Try Oy Tys 


其 中 Ol=0,+0,+0, 


Og Teor 
二 Oy Tez Oz 


Oy Try Tez 


Tyg O's 


(9,13 6) 


Tzy Oy Tyz 


Vox Tysg O's 


三 次 方程 (9.13 4) 称 为 该 点 应 力 状 态 的 特征 方程 。 它 的 三 个 实 根 
就 是 所 求 的 主 应 力 o,、o, 和 os。 将 各 主 应 力 的 值 分 别 代 回 到 《〈9.10) 
4G=1),2,3)。 它 们 也 就 是 欲求 的 三 个 应 力主 方向 ， 即 主 应 力 o 所 在 平 
面 的 法 线 方向 。 由 此 可 见 ， 求 一 点 处 的 主 应 力 和 主 方向 的 问题 实质 上 
就 是 求 该 点 处 对 称 应 力矩 阵 [co 的 特征 值 和 特征 回 基 。 

由 于 主 应 力 civoz、as 是 方程 (9,13 4) 的 根 , 则 必 成 立 

(ogo~0o)(o—0,)(0o—- 03)=0 (9.14) 
比较 (9.13 a) 和 (9.14) 两 式 ， 可 以 看 出 该 方程 的 根 与 系数 之 间 有 如 下 
关系 : 


包 | = oli+ 0 二 0s 
OB,= 0i0y +0,0, + O00 《9。15) 
Le 二 OIO203 


限于 篇 幅 ， 我 们 将 一 点 处 的 应 力 状态 即 应 力矩 阵 的 一 些 重要 性 质 
不 加 证 明 地 列举 如 下 : 

(1) 对 称 应 力矩 阵 [osys] 有 三 个 实 的 特征 值 ， 与 这 些 特征 值 对 应 
的 特征 向 量 彼此 正 交 。 这 就 是 说 对 于 物体 内 的 任 一 点 都 有 三 个 实 的 主 
应 力 ,它们 对 应 的 主 平面 互相 垂直 。 

(2) 应 力矩 阵 [cve] 可 以 经 坐标 变换 化 成 对 角 阵 , 就 是 说 如 果 把 
坐标 系 O XY 2 人 那么 应 力矩 阵 
就 成 为 对 角形 
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‘Oa!: 0 0 
io- Or 
0 0 0s 
此 时 的 三 根 坐 标 轴 亦 称 为 主轴 ， 主 应 力 cl、cy* 和 cs 表征 受 力 物体 内 
一 点 处 应 力 的 物理 状态 ,与 坐标 系 的 选择 无 关 ,它们 是 坐标 旋转 的 不 变 
量 。 由 (9.15) 式 可 见 ， 特 征 方程 (9.13 &) 的 系数 Ss 和 外: 也 是 坐标 
旋转 的 不 变量 ,特别 ,有 
B=o,+Ooytos=0+0,+0;, (9.16) 
它 表明 受 力 物体 内 部 一 点 在 任意 三 个 互相 垂直 的 平面 上 的 正 应 力 之 和 
是 不 变量 ,并 且 在 数值 上 等 于 该 点 的 三 个 主 应 力 之 和 ，@, 也 称 为 体积 
应 力 。 
(3) 三 个 主 应 力 中 最 大 的 一 个 就 是 该 点 各 个 方向 上 最 大 的 正 应 
力 ; 主 应 力 中 最 小 的 一 个 也 就 是 该 点 所 有 正 应 力 中 最 小 的 一 个 。 最 大 
剪 应力 在 数值 上 等 于 最 大 主 应 力 与 最 小 主 应 力 之 差 的 一 半 ， 即 如 成 立 
010s0s; 则 


tisx = DH-(01 ~ 0) (9.17) 
其 作用 平面 与 0 和 cs 对 应 的 主 平面 相交 成 45” 角 。 

例 9.1 已 知 物体 某 点 的 应 力 分 量 为 cx = 504， Oy= 804, Oe= 
-704, Tsy= 一 204， ms=604，zroz= 0。 试 计算 主 应 力 值 并 求 主 方 
如。 

【I 解 】 先 根 据 (9,135) 式 求 出 应 力 不 变 量 

BG,=o,+o,t0,=60a 

YG,=0.0y+tO,0, + O00 ~ TH- Tys— T= ~ 9100 202 

Bs = 0s0y0r + TryTysTes — Ootis ~— Otis — Oty= ~ 432000 @? 
代入 (9。13 C) 式 得 到 

03— 6860 Qo0— 9100 a*o+ 432000 a:=0 
解 三 次 方程 求 得 
ol=107.34, 0,=44.1a, os3= -91.40 
将 求 得 的 主 应 力 依次 代入 (9,10) 式 ,可 得 到 三 个 特征 向 量 为 
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N,=(0.314, -0.9, —0.303)7 
N,= (0,.948,0.282,0.146)7 
N,=(—0.048,0.337, — 0.940)7 

上 述 特征 岗 量 已 经 满足 (9.11) 式 ,所 以 也 就 是 所 求 的 主 方向 。 


S$ 9.2 变形 分 析 和 几何 方程 


前 醒 己 说明 过 ,弹性 力学 问题 是 一 个 静 不 定 问题 , 单 靠 平衡 方程 是 
不 能 求解 的 ,需要 补充 - 些 其 他 方程 。 本 节 中 我 们 将 给 出 几何 方程 , 即 
弹性 体 在 变形 时 位 移 和 应 变 的 相互 关系 。 

1。 变 形体 内 的 位 移 场 


图 9-3 


设 4、B 为 变形 体内 无 限 接近 的 相 邻 两 点 , 它们 的 秋色 分 别 为 ? 
和 7?+d7?。 由 于 物体 的 运动 和 变形 ,和 4、B 两 点 分 别 移 到 4 和 B’ 的 
位 置 。 记 4 点 的 位 移 尔 量 为 444 = (7),B 点 的 位 移 欠 量 为 BB’= 
(T+dT)。 根 据 弹 性 力学 的 基本 假设 ,可 知 物体 上 各 点 的 位 移 是 各 点 
坐标 的 连续 可 微 函数 ， 从 而 形成 一 个 位 移 场 。 现 在 我 们 来 研究 任意 相 
邻 两 点 4 和 BB 位 移 间 的 关系 ,从 而 了 解 到 连续 介质 位 移 场 的 特点 。 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 位 移 4 在 直角 华 标 系 中 的 三 个 分 量 分 别 
记 作 za ,tts 和 Us, 又 将 对 应 的 直角 坐标 X*、y,z 改 用 XK1、Xs 和 %s 表示 。 首 
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先 将 B 点 的 位 移 在 4 点 附近 作 泰 惑 展开 , 略 去 高 附小 量 后 得 到 


u(ridr)= u(r) +S ged Wi 


因为 u(r?+d?)=U(7)+d, 故 上 式 也 可 写成 


da = 


3 Ou 
Ox d+ 


将 (9.18) 式 在 各 坐标 轴 方 向 投影 , 则 可 得 到 


3 0 
Usp = Uja + 
1B 24 2 Bx, 


Wi x, (j=1,2,3) 


(9.18) 


(9.19) 


(9.20) 


其 中 zz 和 wy4 分 别 表示 B 点 和 扫 4 点 的 位 移 在 x; 方向 上 的 分 量 。 
现在 设法 将 上 式 右 端 第 二 项 写成 “对 称 部 分 ”与 “反对 称 部 分 ”之 
和 ， 例 如 对 % 方向 的 位 移 分 量 有 


3 Fed 这 训 


OU 
UBp= Uia+ po 3 +d Xx, 
Ou Ou 
TD Bd tit (B+ Dx: ) di 
1 /Ou Ou, OU! OU, 
十 2 (ge $6 Br ) ds+ oe gx ) ds 
1 /Ou, Ou 
一 本 ( od (9.21) 


对 Ws 在 Xs 和 Xx, 方向 的 分 量 也 可 以 作 类 似 的 分 解 。 为 了 书写 方便 ， 引 


入 记号 
1 /Ou 
四 2 (人 加 
__1 /Ou 
= 2 ( 
__ 1 /ou _ 
3 = 2 OX 
以 及 


ou 1 

Bx ) 2 (rot&) ， 
OUs 1 

DY 0 2 Tote),, 
Ou, 1 | 


(9.22) 


| 可 _ Ou: Ou, | _ Ou, Ous 
zt = Pyz = OX, OXi 9 Pyz = Vey = ( OXs oe (9.23) 
Bt | Ou 
sz 三 ze 二 OX 十 OXs 
则 (9.21) 式 可 以 写成 


1 1 
Uip= MI4 二 ezd Xi 十 -asd Xs t+ 3 Psad Xs + Vad hs — Psd Ya 
同 理 可 得 
1 1 
Up= U4t 5 Vysd Xi + Eyd Xs + 3 Pyed Xs + Psd Xx: — Did Xs 


Y 1 
Usp= Usat -3 Perd Ky t+ “oPovd Xs + sod Xs + Pid Xs — od x 


记 {dr} = (d x1,dX,,d Xx，)7, 综 合 上 面 三 式 可 得 到 


Up= Uat+LDI{dr}+[Leldr (9.24) 
其 中 对 称 惩 阵 [e 和 反对 称 和 矩阵 [@] 分 别 定 义 为 
e Ry 0 
多 9 yy 2 光 氏 
[ej= 地 py ey 二 py (9.25) 
| 半 ex 
2 2 
0 一 0s Ps 
[D]= os 0 | (9.26) 
-99s 91 0 


者 记 中 = 《81,92,83) 则 (9,24) 式 中 最 后 一 项 也 可 以 写成 gxd7r， 显 
然 , 它 表示 微 元 dr? 绕 4 点 作 无 限 小 转动 所 引起 的 B 点 的 位 移 。 因 此 
(9.24) 式 右边 的 三 项 就 包括 了 随 44 点 的 平行 移动 、 绕 4 点 的 转动 以 
及 由 纯 变 形 所 引起 的 位 移 。tWw4 + [DI{d7} 正 是 所 谓 的 刚体 位 移 。 
(9。.24) 式 右 问 第 二 项 Lej{d7} 是 由 纯 变 形 引 起 的 位 移 ， 其 中 对 称 
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和 矩阵 [se] 称 为 应 变 和 矩阵 ,也 称 应 变 张 量 .显然 它 的 元 素 就 是 (9.23) 所 未 
的 4 点 的 线 应 变 和 前 应 变 ， 它们 取 决 于 伪 点 附近 的 位 移 梯 度 。 
(9.23) 式 建立 了 各 应 变 分 量 同位 移 分 量 的 关系 , 常 称 为 几何 方程 。 
2。 变 形体 内 一 点 的 应 变 状态 
前 面 我 们 从 分 析 位 移 着 手 , 导 出 了 一 点 ( 记 作 4) 外 与 纯 变 形 有 关 
的 应 变 矩 阵 ( 张 量 ) 应 变 矩 阵 中 的 六 个 应 变 分 晤 可 以 完全 确定 该 点 的 
应 变 状态 。 所 请 完全 确定 主要 指 以 下 三 个 方面 : 
(i) 过 4 点 的 任意 方向 的 微小 线段 的 相对 伸 长 ( 正 应 变 ) 
() 过 44 点 的 任意 两 微小 线段 间 夹 角 的 变化 ; 
(ii) 过 4 点 的 微小 正平 行 六 面体 体积 的 变化 率 或 称 体 积 应 变 。 
现 对 上 述 三 方面 作 简要 的 介绍 。 
(1) 设 图 9-3 所 示 的 48B 为 经 过 4 点 的 、 长 度 为 dr 的 微小 线 
段 ,其 方向 余 弥 为 (1 ,m,n)。 于 是 该 线段 在 坐标 轴 上 的 投影 为 d x; = 
lidr, dx,=mdr,， dxs,=NUhdr。 设 线段 44B 变形 后 移 到 4’B’ 的 位 
者, 则 QA’=r+u, 0B’=r+rdr+utduw， A’B’=dr+dtw 记 线 
段 4B 的 相对 伸 长 为 ew, 则 成 立 
(A’B’):= (1+ey)’:d7r’*= (dr +d aw)? (9,.27) 
上 式 展开 后 得 到 


en=(1 +2 7 + dry): 
对 于 小 位 移 情况 ,dudr, 记 dr = |dr|, 则 上 式 可 以 简化 为 


drdau (da)’ 站 “- 


dr.da / 
将 (9.19) 式 代入 上 式 , 即 得 
3 ou 
二 7 人 dd (9.29) 
" (dr)? FAAor, dr dr 
引入 (9,.23) 式 所 示 的 应 变 分 量 的 符号 , 即 得 线段 4 已 的 相对 伟 长 为 
ew = le, + mey + es + myoy t mnyys t+ nly,s (9.30C) 


或 采用 矩阵 符号 
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ew = (Lm, nel 7 030) (9.305) 

可 见 过 某 点 任意 方向 微 线段 的 正 应 变 可 由 该 线段 的 方向 余 蓄 和 该 点 的 
应 变 矩 阵 所 确定 。 

(9.23) 式 给 出 的 应 变 和 矩阵 的 各 分 量 是 在 给 定 的 坐标 系 中 得 出 的 ， 

如 果 作 适当 的 坐标 旋转 变换 ， 可 将 此 矩阵 化 为 对 角 阵 。 此 时 所 选 的 众 

标 轴 称 为 应 变 主轴 ,相应 于 主轴 的 应 变 称 为 主 应变 , 分 别 记 作 el/、es 和 


2! 0 0 
en e， (9.31) 
0 0 es 
此 时 (9.30 4) 式 可 化 简 为 
en = lel + Mm?e, + NH?es (9.32) 


其 中 (70 ,MD) 已 是 线段 微 元 在 主轴 系 中 的 方向 余弦 。 
(2) 设 过 4 点 有 两 条 相交 成 4 角 的 微 线段 4B 和 4C， 如 图 9-4 
所 示 。4 已 和 4cC 的 方向 余弦 分 别 为 (1, 7 ,7 和 (Mi )， 则 成 立 


cos0 = 1 +mm, + nn (9.33) 


人 


图 9-4 


车 发 生变 形 后 ,该 两 线段 分 别 移 至 4B' 和 4C’ 的 位 置 ， 变 形 后 的 方 
疝 余 芝 分 别 为 (2 7 ,nn ) 和 (EB,1M1,121), 两 者 的 交角 为 0, 则 
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cos 8 = + Mmm’ +t nn (9.34) 
因此 0 -9 就 是 所 求 的 两 线段 的 交角 的 变化 。 为 此 要 写 出 线段 在 变形 
后 的 方向 余弦 。 根 据 定 义 易 知 ， 变 形 后 某 线段 的 某 一 方向 余弦 等 于 该 
线 元 在 对 应 方向 上 的 投影 除 以 线 元 (变形 后 ) 的 长 度 。 以 4 已 线 为 例 ， 
已 知 4B=dr,4A’B'=(1+ew)dr,A'B’=dr+d, 将 (9.19) 代 入 即 
得 


Ou 
dXxi+ Ss dx, 
(1+ew)dr | 人 1 Ox YT Wgx, & OXs 1) 
经 展开 并 略 去 高 阶 项 后 有 
Ou OU Ou 
AS 1 一 ex 十 Dr 二 和 
同 理 得 
Ou Ou OU 
i 4 z. 二 一 2 2 | 
| 和 = rm( 1 er + Fr: )+n Bx 


(9,35) 
| wo +n( 1- or+ gee) | 
对 线段 AC 作 完 全 类 似 的 推演 ， 即 可 求 得 变形 后 线段 4C’ 的 方 向 余 
ee 
化 。 具 体 的 公式 比较 元 长 ,我 们 从 略 了 。 

(3) 现在 我 们 来 考虑 4 点 的 体积 应 变 。 所 谓 体 积 应 变 就 是 某 点 
邻近 的 无 限 小 体积 的 体积 变化 率 。 在 变形 体内 某 点 沿 其 应 变 主 轴 方 向 
各 取 长 度 为 dx,(i = 1,2,3) 的 微 元 组 成 一 个 小 立方 体 ， 该 立方 体 的 体 
积 为 dV =dxiid xsid XxX。 在 变形 后 ,由 于 立方 体 各 边 都 是 主轴 ,只 有 
正 应 变 , 所 以 体积 为 

dV =(1+e)(1+e)(1+e)d rd Xd x, 
略 去 高 阶 项 后 即 得 体积 应 变 


dV’~-dV 
edV =6+ez+es (9.36) 


可 见 , 体 积 应 变 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 它 是 一 个 坐标 变换 下 的 不 变量 。 
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3. 应 变 分 量 的 协调 性 

我 们 已 经 知道 变形 体内 任 一 点 的 应 变 状态 可 以 用 应 变 矩 阵 即 六 个 
应 变 分 量 来 描述 。 这 些 分 量 可 以 用 位 移 函 数 的 偏 导 数 表 出 ，(9.23) 式 
所 示 的 几何 方程 就 建立 了 位 移 与 应 变 之 间 的 关系 。 如 果 已 知 位 移 场 , 那 
么 按 (9.23) 式 即 可 计算 偏 导数 从 而 求 得 应 变 分 量 。 但 是 反 过 来 ， 如 果 
任意 给 出 一 组 函数 作为 应 变 分 量 ， 要 想 通 过 积分 求 得 位 移 。 那 就 不 一 
定 有 人 解 。 因 为 几何 方程 共有 六 个 ,而 位 移 分 量 却 只 有 三 个 ,因此 ， 一般 
是 没有 解 的 。 


Tor 


例如 给 出 一 组 应 变 分 量 为 。 es= 3 = (X57)， 6 = 


OU, 


= gx，3 = + 2 = h(x, 攻 ,其 他 分 量 均 为 零 。 如 将 es 对 
?微分 两 次 ，e 对 %* 微 分 两 次 。Ysy 对 xX 和 yy 各 微分 一 次 , 则 得 到 


Oie, De dU: & OW, 
Oy: * Bx: ~ Oxoy: 1 Oyox’ 


8: /Ou: Ou, 0? 
-Bray( By + Bx)= BrBy Ye (93D 
白 以 应 当成 立 

2:f gg 9% 

0y Tax = OXOY 
如 果 随 意 给 出 的 f(x,y)、8(X,y) 和 有 h(x,y) 不 满足 上 述 方 程 , 那 就 说 
明 这 一 组 函数 不 能 够 作为 应 变 分 量 。 

(9.37) 式 是 一 个 关于 应 变 分 量 的 协调 方程 。 在 直角 坐标 系 下 无 限 
小 应 变 分 量 的 全 部 协调 方程 是 
aze， Oe, Opyy 


By Ox ~ Gx0y 
Oe, | De。 Don 
2: 1 Oy: ~ ydz 
Oe, Oe, O29,, 
Bx: 1 O22 ~ O20% (9.38) 
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Oe _ 3 ( Opys Oz» Or 
2 dy02 OxX\ Ox Oy O02 ， 
DB __9 /Opys Oor , Opsy 
2 5733 - 2 ( ax ~ Oy | 
ee QQ /0p a de _ TY) 
~“ OX0OY 02 OX Oy 02 


这 个 方程 称 为 圣 维 南 协调 方程 ， 有 时 也 称 为 相 容 性 方程 。 它 们 常 被 用 
来 检验 由 计算 或 测量 所 得 的 应 变 分 量 是 否 有 误差 ,以 及 误差 多 大 。 

应 变 分 量 的 协调 性 实际 上 保证 了 变形 后 物体 的 连续 性 条 件 不 会 遭 
到 破坏 。 我 们 可 以 设想 物体 是 由 许多 小 的 、 相 互 光滑 连接 的 平行 六 面 
体 所 组 成 。 如 果 不 满足 应 变 协 调 性 ， 那 么 变形 后 就 得 不 到 一 个 连续 可 
微 的 位 移 场 ， 换 言 之 ， 原 来 相互 间 光 滑 地 衔接 在 一 起 的 小 六 面体 就 会 
断 开 或 发 生 重 释 。 


$ 9.3 ”物理 方程 (广义 虎 克 定律 ) 


1。 广 义 席 克 定 律 的 第 一 种 形式 

物体 作 简 单 拉 伸 和 前 切 变形 时 ,存在 着 描述 应 力 -应 变 关 系 的 毁 克 
定律 ， 即 o = Ee 和 += Gy。 我 们 知道 物体 在 发 生 纵向 应 变 时 ,同时 存 
在 模 癌 应变 ,反之 亦 然 ,因此 对 于 空间 间 题 ,应 力 - 应 变 关系 应 由 如 下 的 
广义 虎 克 定律 来 描述 ， 


1 
ev = pe [os— LU(0o,+0,)] 


1 
ey= rm Lov- 4(0,+0;)] 


,= Los 一 AKCOoz 十 Oy) (9,39) 


Pyz 一 CG 
Pez 一 Ts/G 
Pry = Try/G 
上 式 中 上 是 弹性 模 量 ,G 是 剪 切 弹性 模 量 ,p 是 泊 松 比 , 它们 之 闻 成 立 
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关系 式 


E 
He 
将 (9.39) 式 中 有 关 e 的 三 项 相 加 ,得 到 
es te te = (ost ot+0,) (9.40) 


注意 到 上 式 右 端 含有 (9.16) 式 所 示 的 不 变量 9,， 即 所 谓 的 体积 应 力 ， 
而 左 端正 是 (9.36) 式 所 示 的 不 变量 ， 即 体积 应 变 e。- 于 是 上 式 可 以 改 
写 为 


FE 


7 (9.41) 


,= 


它 表明 弹性 体内 一 点 处 的 体积 应 力 和 体积 应 变 是 成 正比 例 的 。 因 此 ， 
比例 常数 E/(1 一 24) 就 称 为 材料 的 体积 弹性 模 量 。 

2。 广义 虎 克 定律 的 第 二 种 形式 

广义 虎 克 定律 (9.39) 式 也 可 以 改写 为 用 应 变 来 表 出 应 力 的 形式 ， 
经 运算 得 到 : 


E 
ro 

E 
Ter 一 2(1+4) Vos 

| E 
LTP 


其 中 常数 4 为 


ub 


A TCT 2 


$9.4 弹性 力学 问题 的 提 沪 


通常 所 说 的 要 解 某 个 弹性 体力 学 问题 ,是 指 已 知 物体 的 形状 .几何 
尺寸 以 及 构成 物体 的 材料 的 弹性 常数 ， 已 知 物体 受 约束 的 情况 和 所 受 
到 的 外 载荷 (包括 施加 在 表面 的 外 力 和 分 布 在 物体 体积 内 的 体力 ) ,要 
求 确 定 物 体内 部 的 应 力 和 位 移 并 且 将 它们 表示 为 物体 内 各 所 坐标 的 函 
数 。 例 如 某 建 筑 物 表面 受到 风 载 或 静水 压 的 作用 ， 欲 求 其 内 部 各 处 的 
应 力 。 为 了 解决 这 类 问题 ， 我 们 常 把 物体 表面 的 力 或 位 移 记 成 边界 条 
件 的 形式 ， 然 后 利用 上 面 所 得 出 的 各 组 微分 方程 把 边界 信息 扩展 到 物 
体内 部 。 如 果 能 找到 满足 所 有 微分 方程 和 边界 条 件 的 解 ， 就 得 到 了 整 
个 物体 内 部 的 全 部 信息 。 

1。 弹 性 力学 基本 方程 的 矩阵 形式 。 

下 面 将 弹性 体 所 满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 用 矩 阵 形 式 列举 出 
来 ,以 便 讨论 如 何 求 解 。 

先 引 入 下 列 符号 : 
体积 力 列 阵 FF=[X 了 ZY 
表面 力 列 阵 ”F=fXY 了 27 
位 移 列 阵 U=[u 2 w] 
应 力 列 阵 w=L0s Oy Os To ti Togd 
应 变 列 阵 E=[e, ey Es Vys Vor Voy]” 
则 弹性 力学 的 基本 方程 (9.6)、(9.23)、(9。.39)、(9。42) 可 以 用 矩阵 形式 
列 出 如 下 : z 


平衡 方程 ” [Ajoc+F=0 (9。44) 
几何 方程 e= [BIu (9.45) 
物理 方程 ”6=[Cjo (9.46) 
或 og=[D]s (9.47) 
综合 (9.47) 和 (9。45) 两 式 ,可 得 到 应 力 与 位 移 的 关系 式 为 
o=[DILBIu (9.48) 
其 中 各 和 矩阵 的 定义 分 别 为 
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: 8 3 8. 
[A (9.49) 
Oy Dz OX 
i 8 8 8 
dz dy Ox + 
‘ 2 
a 0 0 
9 
Cer 
9 
0 Oz 
[B]= (9.50) 
TM 
Oz Oy 
8 8 
a2 0 页- 
2 9 
Oy DY 0 
1 -2 一 有 0 0 0 
一 忆 1 一 及 0 0 0 
-py -nu 1 00 0 0 | 
en 
五 | 0 0 0 2(1+u) 0 0 
| 0 0 0 0 20+p 0 
\ 0 0 0 0 0 2(1+4) 
(9.51) 
8/(1-4) pH/(1-4) 
a 一 4A) 1 HP/(L-A) 
LR/(1-2) 4u(1-41) 1 
E(1- El-4) | 
D1= 
0 . Y 
0 0 
0 0 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
(1— 24) 
2(1—n) 0 (9.52) 
1 =:28 
y 2(1—4) 9 
一 20 
0 y 2(T 二 1 
显然 ,矩阵 [ 忆 ] 和 [CC] 是 互 道 的 。 


上 面 列 出 的 弹性 力学 的 基本 方程 共 十 五 个 ,其 中 有 三 个 平衡 方程 、 
六 个 几何 方程 和 六 个 物理 方程 。 而 未 知 函 数 也 是 十 五 个 ， 即 三 个 位 移 
分 量 、 六 个 应 变 分 量 和 六 个 应 力 分 量 。 方 程 和 未 知 函 数 的 个 数 是 一 致 
的 。 因 此 ,方程 是 封闭 的 。 

2。 边 界 问题 

按照 边界 条 件 的 不 同 ,弹性 力学 问题 分 为 位 移 边界 问题 ,应力 边界 
问题 和 混合 边界 问题 。 

在 位 移 边 界 问题 中 ,物体 在 全 部 边界 上 的 位 移 分 量 是 已 知 的 ,也 就 
是 说 在 边界 面 S$ 上 给 出 了 坐标 的 已 知 通 数 ww*=[u*,20*,w*]", 且 成 立 

Uis=u"* (9.53) 
上 式 就 是 所 谓 的 位 移 边 界 条 件 。 

在 应 力 边界 问题 中 ,物体 在 全 部 边界 上 所 受 的 面 力 是 已 知 的 ,也 就 
是 说 ， 面 力 分 量 下 =[ 多 ,了 ,2Z 17 的 分 量 在 边界 S 上 的 所 有 各 点 都 是 
坐标 的 已 知 函 数 。 设 物体 边界 表面 的 法 线 的 方向 余弦 为 (1,M ,02) ,将 柯 
西 公式 (9.2) 应 用 于 边界 上 的 一 点 , 则 yw、Yw 及 Zr 分 别 等 于 边界 上 
的 已 知 通 数 X、 了 和 ,而 c*、ocv 等 均 成 为 应 力 分 量 的 边界 值 。 于 是 
应 力 边 界 条 件 可 以 写成 : 

=lo,+ MT + Tos 
Y=/Ir,, + moy + Ntys (9.54a) 
|z- [tos + Mrys + UO, 


es 286 。 


其 第 阵 形式 为 
FF=[L]jo, (9.545) 


(9.545) 式 中 的 os 表示 应 力 的 边界 值 ,矩阵 LL] 由 边界 面 的 方向 余 台 
构成 , 即 


(9.55) 


0 0 1 0 


当 边 界 垂直 于 某 一 化 标 轴 时 ， 应 力 边界 条 件 将 得 到 大 大 的 简化 : 
在 垂直 于 x 轴 的 边界 上 ， 即 x 为 常量 的 边界 上 ,人 = 二 1, m= 0, 应 力 边 
界 条 件 为 

Crv = Se Tyy = +Y, Tox = 区 
其 余 可 类 推 。 可 见 在 这 些 特殊 的 情况 下 ， 应 力 
分 贡 的 边界 值 在 数值 上 等 于 对 应 的 面 力 分 
量 。 

在 混合 边界 问题 中 ， 已 知 物体 一 部 分 边界 
土 的 位 移 即 已 知 其 位 移 边 界 和 条件， 而 在 另 一 部 
分 边界 上 出 已 知 其 面 力 分 布 ， 即 已 知 其 应 力 边 ee 
界 条 件 。 例 如 图 9-5 所 示 的 连 杆 支承 边 就 具有 混合 边界 条 件 wg =0 和 
《rzy)g = 06 

3。 圣 维 南 原理 

在 许多 工程 问题 中 ， 在 边界 上 常 常 难于 给 出 精确 的 面 力 分 布 函 
数 , 而 只 能 给 出 界面 上 面 力 的 合力 。 比 如 说 某 村 件 受 集中 力作 用 , 施 力 
体 和 许 件 必须 通过 某 种 钩子 或 销 钉 连接 ,在 连接 处 力 的 分 布 就 是 很 复 
杂 的 。 所 谓 集 中 力作 用 只 是 连接 处 分 布 力 系 的 合力 。 为 此 ， 我 们 需要 
讨论 在 物体 的 边界 上 用 等 效力 系 来 代替 真实 的 分 布 力 系 对 弹性 力学 问 
题解 的 影响 。 对 于 这 个 问题 , 圣 维 南 原理 可 以 提供 很 大 的 帮助 , 它 可 令 
述 如 下 : 

如 时 把 物体 的 一 小 部 分 边界 上 的 耐力 变 换 成 为 分 布 不 同 但 静 力 等 
效 的 耐力, 那么 , 近 旬 前 应 为 分 布 可 能 有 显著 的 改变 ， 但 远 处 的 应 力 分 
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布 将 改变 很 小 ,其 至 可 以 忽略 不 计 。 

这 里 静 力 等 效 的 条 件 是 很 重要 的 , 它 要 求 两 个 力 系 的 主 矢 相同 ,对 
同一 点 的 主 矩 也 相同 。 例 如 图 9-6 的 柱 形 丁 件 在 两 端面 上 虽然 受到 各 
种 不 同 的 分 布 力作 用 ， 但 是 都 可 以 等 效 于 最 简单 的 集中 力 。 各 种 不 同 
的 分 布 面 力 的 作用 ,只 影响 到 虚线 所 划 出 的 部 分 区 域 ,而 远离 端面 的 大 
部 分 区 域内 部 的 解 都 是 相同 的 。 根 据 圣 维 南 原理 我 们 就 可 以 将 边界 条 
件 化 为 等 效 的 简单 力 系 ， 这 样 做 不 会 使 弹性 体内 部 的 解 产 生 明 显 的 误 
差 。 


图 9-6 


4， 弹 性 力学 问题 的 求解 方法 

求解 弹性 力学 问题 有 两 种 基本 方法 ,一 种 是 按 位 移 求 解 , 另 一 种 是 
按 应 力求 解 。 

按 位 移 求解 的 方法 就 是 取 位 移 分 量 为 基本 的 未 知 函 数 ， 也 就 是 将 
关于 应 变 和 应 力 的 微分 方程 及 边界 条 件 都 化 为 用 位 移 来 表示 的 形式 。 
为 此 可 以 将 式 (9.48) 所 示 的 应 力 与 位 移 的 关系 o=[DILB1 4 代入 平 
衡 方 程 (9.44) ,消去 应 力 分 量 后 就 得 到 用 位 移 分 量 ,vw 所 表示 的 平 
衡 方程 ,这 个 平衡 方程 称 为 拉 梅 方程 ,实质 上 , 它 就 是 包括 静 力 平衡 \ 几 
何方 程 和 物理 方程 在 内 的 综合 方程 。 拉 梅 方程 的 最 终 形式 是 : 

二 
| 2(1+4) \ 1~24 Ox 


E 1 De (9.56) 
31 Eh) ( To DV )+Y =0 

E + Oe 
2(1+4) ( I-2h Bz +YW )+Z=0 


+ V2 )+X=0 
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其中 e= -5 + -92 + 本 是 体积 应 变 , 算 子 为 


DJ 
本 0’ oO* D2? 

: 上 Br + BF + BE 

将 边界 条 件 也 写成 用 位 移 表示 的 形式 ， 从 拉 梅 方程 解 得 位 移 的 函 
数 表 达 式 后 ,就 可 以 从 几何 方程 求 得 各 应 变 分 量 , 再 从 物理 方程 得 到 应 
力 , 于 是 该 弹性 力学 问题 就 解决 了 。 

下 面 再 介绍 按 应 力求 解 时 所 得 到 的 微分 方程 。 显 然 ， 我 们 将 设法 
使 弹性 力学 的 基本 方程 都 用 应 力 来 表示 。 为 此 需 从 几何 方程 中 消去 位 
移 分 量 ， 得 到 应 变 分 量 之 间 的 关系 ， 再 将 物理 方程 代入 使 其 只 含有 应 
力 分 量 。 这 样 得 出 的 方程 相当 于 用 应 力 分 量 表示 的 关于 变形 协调 的 关 
系 式 , 称 为 密切 尔 相 容 方程 。 由 于 推导 过 程 比较 元 长 ,我 们 仅 将 其 结果 
列 出 。 

记 @= os+ ovy+ os 为 体积 应 力 , 则 应 力 相 容 方程 ( 亦 称 为 应 力 协调 
方程 ) 为 


08 1+U DA 
(1 + A)V ?0o,+ OX? 人 js | 将 
oY DZ 
th Tay tng | 
0906 1+ -3 
(1+A) oo+ Gyr = 1 | 2) 
0X 
th az tH OX T 
O09 1 二 KK DZ 
(+ 有 Post+ ga = -| (2 (9.57) 
oxX oY 
t+h rar tH By | 
,0°0 DZ oY 
(1 + HOV?r,,+ 3152 = 人 


D 总 oxX pA 
(1+A) Trost Bgr = 四 2 


DY 


0:8 
(1+WV rat oxoy = (1+4) 十 一 
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在 体力 为 零 或 为 常量 的 情况 下 ,上述 协调 方程 简化 为 


2 


908 
(1+H)P’o,+ -Bry =0 


-全 
(1+ pA)F?o,+ "By: =0 


2 
(1 + WY?o,+ =0 
a (9.58) 
(1+4 mt Gydz =0 


0:9 
(1+A Ts tazar =0 
0 
2 a 
+ rw t 0 


按 应 力求 解 问题 时 ， 应 力 分 量 应 当 满 足 上 述 协 调 方 程 和 平衡 方 
程 ， 并 在 边界 上 满足 应 力 边 界 条 件 (9.54) 式 。 由 于 位 移 边界 条 件 不 容 
易 用 应 力 分 量 表示 ， 因 此 位 移 边界 问 题 和 混合 边界 问题 一 般 都 不 能 按 
应 力求 解 。 

求 得 应 力 分 量 后 ,再 代入 广义 虎 克 定律 就 得 到 各 应 变 分 盟 , 再 根据 
几何 方程 将 应 变 分 量 积分 就 得 到 位 移 分 量 ， 其 中 的 积分 常数 由 物体 的 
约束 条 件 确 定 。 


$9.5 弹性 力学 的 平面 问题 


从 上 一 节 的 内 容 可 见 ,弹性 力学 问题 的 方程 比较 复杂 ,在 任意 边界 
条 性 下 ,求解 一 般 的 弹性 力学 问题 是 很 困难 的 。 在 工程 技术 中 ，, 谐 沼 可 
以 根据 具体 问题 的 特点 ,建立 简化 模型 .使 之 易于 求解 。 平 面 问题 就 是 
应 用 最 广泛 的 一 种 简化 模型 。 这 一 节 我 们 将 介绍 两 种 平面 问题 及 其 求 
解 方法 。 

1。 平面 应 变 状 态 

如 果 一 个 物体 在 基 一 方向 (不 妨 设 为 z 方向) 的 位 移 分 三 2 处 处 为 
零 ,其余 两 方向 的 位 移 均 与 z 堂 林 无 关 , 那 么 我 们 就 称 此 物体 处 于 只 与 


e。 290。 


有 关 的 平面 应 变 状 态 。 

很 设 有 一 个 很 长 的 柱 形 物体 ,其 横 截 面 处 处 相同 ?所 有 的 载荷 都 垂 
下 于 该 物体 的 轴线 (z 方向 ) 且 其 分 布 规律 不 随 坐 标 z 而 变化 : 物体 的 
约束 条 件 也 与 坐标 z 无 关 。 因 此 ,除了 两 端面 附近 外 ,可 以 认为 物体 处 
于 平面 应 变 状态 。 图 9-7 所 示 的 水 坝 和 隧道 都 是 平面 应 变 状态 的 例 
3 


对 于 平面 应 变 状态 应 该 成 立 
52 =0， 0 w=0 (9.59) 
将 上 式 代 入 几何 方程 ,可 知 应 变 分 量 应 为 


Ou Ov 
| es = a7 =f (X,Y), er= -gy = Jf2(X,y) 


Ov CU 
9 C99 


Es= Vys = Yss =0 
由 此 可 见 ,变形 都 发 生 在 垂直 z 轴 的 xy 平面 内 , 而 且 每 一 个 这 
梓 的 平面 都 可 以 看 作 是 对 称 面 。 要 注意 的 是 此 时 沿 z 轴 方 向 的 正 应 力 
浇 不 为 零 。 将 〈9.60) 式 的 应 变 关系 式 代 入 物理 方程 ， 可 解 出 与 坐标 
z 无 关 的 应 力 
Oz Oy Os=L(0%+Oy)s Tzy 


而 闻 应 力 分 量 7y; 和 rez 都 等 于 零 。 
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2。 平面 应 力 状态 

平面 应 力 状 态 是 指 某 一 方向 (例如 z 轴 ) 的 应 力 分 量 处 处 为 零 而 其 
他 的 应 力 分 量 均 与 坐标 z 无 关 的 情况 , 即 成 立 

{ Os=Trs= Tys=0 
Os =f1(X,y),0y= fs X,Y), Toy = fslX,Y) 

工程 上 常用 的 等 厚度 薄板 ， 当 其 只 承受 作用 在 板 周 旦 与 洲 板 平面 平行 
的 载荷 时 就 可 认为 是 平面 应 力 状 态 。 

考察 图 9~8 & 所 示 的 薄板 ,其 厚度 严 比 板 的 其 他 尺寸 小 得 多 , 作 一 


(9.61) 


9-8 


平面 平分 薄板 的 厚度 ,这 个 平面 称 之 为 薄板 的 中 面 。 把 坐标 原点 和 % 
轴 及 y 轴 都 放 在 中 面 内 ,z 轴 的 方向 垂直 于 中 面 。 另 外 , 施 于 周 界 上 的 
载荷 沿 厚度 z 方向 不 变 ， 体 积 力 亦 与 厚度 无 关 并 垂直 于 z 轴 。 在 这 些 
条 件 下 ,因为 板 面 上 (z= 土 h/2) 不 受 力 ,所 以 在 板 面 上 成 立 ; 
Os= Tp = Toy=0 

由 于 板 很 薄 ,外 力 又 不 沿 厚 度 变 化 ,斯 以 可 以 认为 上 式 在 薄板 内 所 有 各 
点 都 成 立 。 这 样 只 剩 下 cx .ov 和 rzy 亚 个 应 力 分 量 , 故 称 为 平面 应 力 问 
题 。 这 三 个 非 零 应 力 分 量 可 能 沿 薄 板 的 厚度 方向 稍 有 变化 ， 如 图 9-86 
所 示 。 但 是 , 仍 因 为 板 很 薄 , 沿 厚 度 方 向 的 变化 也 不 会 很 大 ,因此 ,我 们 
可 以 取 它 们 的 平均 值 来 表示 。 在 以 后 的 论述 中 ， 应 力 分 量 cs、cvy 和 
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rw 都 是 表示 不 随 厚 度 变 化 的 平均 值 。 显 然 , 它 们 只 是 + 和 3 的 汕 数 ， 
即 
Os = PiCX,Y), 0 = Pel X,Y), Toy = P(X,Y) 

薄板 变形 后 ,其 中 面 将 不 会 发 生起 曲 。 但 是 ,由 于 平行 于 中 面 的 各 
应 力 在 板 的 不 同 点 处 具有 不 同 的 数值 ， 因 而 薄板 的 横向 尺寸 将 有 不 同 
的 变化 。 可 见 在 平面 应 力 状态 下 ,虽然 0 处 处 为 零 , 但 是 应 变 分 量 e。 
并 不 者 等于零 。 

3。 平面 问 题 的 基本 方程 

不 论 是 平面 应 变 或 是 平面 应 力 问题 ， 由 于 引进 的 假设 使 未 知 函 数 
简化 为 八 个 , 即 应 力 分 量 0,、0y、Twy; 应 变 分 量 ss、 s,、Yzy 和 位 移 分 量 
2U、I。 它 们 所 满足 的 基本 方程 也 有 八 个 ， 即 


平衡 方程 Do Dr 
Bx + Gy + 有 =0 
(9.62) 
3 + a +Y=0 
几何 方程 
Ou Ov 8 Ou 
Ea Bx ? ET Oy Pw DB Oy (9.63) 
(协调 方程 》 
Oe De。 Do 
Ox: + By 5xay 
对 于 平面 应 力 状 态 , 物 理 方 程 为 
1 
| es = -六 (0s ~ LO,) / 
| a = -0 0s) (9.64) 
1 
Vry= GO Tay 


对 于 平面 应 变 状 态 ,由 于 &=0 可 得 0,=p(0s +0,)， 将 此 关系 代入 广 
义 虎 克 定律 后 得 到 
e 203。 


1 一 必 
人 (9.65) 
| jzy = G Try 


车 设 ,= E/(1-42) ,p= 4/(1-4), 则 平面 应 变 状 态 的 物理 方程 为 


1 

ez = EE- ‘0 3 HiOy) 
1 

Cy = E. (0%- AID ) 


1 
sy = G Tyy 


可 见 它 与 平面 应 力 状 态 下 的 物理 方程 有 完全 相同 的 形式 。 据 此 可 知 ， 
只 要 将 弹性 常数 上 和 4 作 适 当 的 变换 ,求解 平面 应 力 问 题 的 方法 就 可 
以 完全 同样 地 用 于 平面 应 变 问 题 。 以 下 我 们 只 和 需 讨论 平面 应 力 问题 的 
解法 。 

4。 艾 曙 应 力 函数 

现在 介绍 一 种 利用 所 谓 应 力 函 数 来 求解 平面 应 力 问题 的 方法 。 

我 们 从 寻求 满足 平衡 方程 的 应 力 着 手 , 先 假定 体力 为 零 , 则 平衡 方 
程 (9.62) 成 为 


| 00, 7 
0 0 (9.66) 
| Orss ga， 本 
Bx + dy 二 0 
不 难 证 明 , 若 有 函数 @(Y,y)，, 使 得 
0 0 Bide 
Er ot 


那么 方程 (9,66) 将 恒 等 地 满足 。 这 样 ， 问 题 就 变 为 要 寻找 一 个 满足 应 
力 协调 方程 和 边界 条 件 的 函数 @。 将 应 力 协调 方程 (9.58) 的 前 两 式 
相 加 ,对 于 平面 应 力 问题 ,有 @ = cs + ov, 于 是 可 得 应 力 协调 方程 为 
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P20s +0,)=0 (9.68) 
亦 即 
(Br + Dr)o: +0,)=0 
将 (9.67) 式 代入 (9.68) 式 , 即 得 到 函数 应 满足 的 方程 为 
oD oD OD 
Bx + 2 dndy + dy ~ 
于 是 可 以 作出 结论 :一 个 满足 方程 (9.69) 的 任意 函数 2@(X，y) 能 够 按 
照 〈9.67) 式 的 形式 ， 形 成 自动 满足 平衡 方程 和 协调 方程 的 应 力 系 统 
0。、0y 和 Tsy。 这 个 方法 是 英国 天 文学 家 艾 雷 提 出 的 ， 所 以 将 函数 
D(x,》) 称 为 艾 雷 应 力 函 数 。 
方程 (9.69) 是 所 谓 双 调和 方程 或 重 调和 方程 ， 于 是 体力 为 零 时 的 
平面 问题 就 化 为 求解 与 双 调和 方程 相 联系 的 边 值 问题 。 
若 物体 受 到 的 体力 不 等 于 零 而 是 常量 时 , 则 应 力 函 数 仍然 存在 ,此 
时 ,应 力 协 调 方程 们 然 是 (9.68) 式 的 形式 ,应 力 分 量 则 要 求 满足 (9.62) 
式 所 示 的 非 齐 次 方程 。 它 的 解 可 由 两 部 分 合 加 而 成 ， 邑 非 齐 次 方程 的 
任意 一 个 特 解 及 相应 齐 次 微分 方程 〈9.66) 的 通 解 。 后 者 的 通 解 已 经 
由 (9.67) 式 给 出 , 非 齐 次 方程 的 特 解 则 可 以 取 为 : 
由 -KX,0,= 一 了 yyroy=0 


《9 .69 ) 


或 
0xy=0)0y =0)roy = 一 从 一世 X (9.70) 
或 
0s= — XX—-Yy,0,= ~XX—-YYy,ry=0 
等 形式 ,它们 都 能 满足 平衡 方程 (9.62)。 
将 通 解 (9.67) 与 任 一 组 特 解 相 加 ,就 得 到 微分 方程 (9.62) 的 全 解 ， 
例如 取 第 一 组 特 解 可 得 
0 = BX = BYy, r= (9.71) 
不 论 中 是 什么 函数 ,总 能 满足 平衡 方程 。 将 (9.71) 式 的 应 力 分 量 代入 
应 力 协 调 方程 (9.68) 得 到 
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( 0? a: ($s XX+ BYy )=0 


0x: + BY 八 Gy- 
由 于 体力 X 和 了 是 常量 ,上 式 可 以 化 简 为 
00@D 29 oD 


-Bre + 2 75 六 十 By =0 
我 们 仍然 得 到 了 任意 函数 (x,y) 应 当 满 足 双 调和 方程 的 结论 。 由 此 
可 见 ， 如 果 在 双 调 和 方程 的 无 穷 多 解 中 选 得 一 个 应 力 函 数 中, 使 得 将 
加 代入 (9.71) 式 后 求 出 的 应 力 分 量 能 满足 应 力 边界 条 件 ， 则 就 得 到 了 
所 和 需 的 平面 应 力 问 题 ( 常 体力 ) 的 解 。 
下 面 将 举例 说 明 各 种 不 同形 式 的 应 力 函 数 所 对 应 的 平面 问题 。 


我 们 取 应 力 函 数 为 多 项 式 形式 。 例 如 B= -+ bxy + -了 


在 不 计 体 力 的 情况 下 由 (9.67) 式 可 得 到 os=c,0y=4,Tsy = ~- 5b。 可见 
二 次 多 项 式 的 应 力 函 数 对 应 于 均匀 应 力 状态 。 它 所 对 应 的 力学 问题 是 
沿 < 轴 或 了 轴 的 简单 拉 伸 。 在 %y 平面 的 纯 剪 以 及 它们 的 组 合 。 

例 9.2 已 知 @=Axys 是 图 9-9 4 所 示 拢 形 薄板 的 应 力 函 数 , 试 
求 罗 对 应 的 应 力 分 量 和 它 代表 的 边界 应 力 分 布 ( 设 体力 为 零 )。 
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f 解 】 已 知 应 力 通 数 , 则 由 (9.67) 式 可 得 应 力 分 量 为 
oo = Bi =6 Axy, 0,= 50, Try= 一 = -3AyY 

这 个 应 力 状 态 在 边界 面 上 也 是 适用 的 。 即 

在 y= 土 d; tw = 一 3Ad*( 图 5) 有 均 布 前 应 力 。 

在 X=0: Tw = 一 3A4Ayx( 图 5) 有 抛物 线 分 布 的 前 应 力 。 

在 X=L; ty= 一 3 Ay,0s=6 ALy( 图 5.c)， 有 按 抛物 线 分 布 
的 前 应 力 和 呈 线 性 分 布 的 正 应 力 。 即 

这 些 边 界 上 的 前 应 力 和 正 应 力 都 能 产生 对 板 的 力 偶 窍 ， 剪 应力 产 
生 的 力 偶 和 矩 为 


a 
M, =6 AdL -Z| 3 Aydy=4 Ad:L 


-da 


在 边界 X= 上 上 的 正 应 力 所 产 生 的 弯 矩 为 


M, = -| 6 ALy’:dy= - 4ALd’ 


总 的 力 偶 矩 为 44 + 愉 : = 0, 即 矩形 板 边 界 上 的 外 力 构成 一 平衡 力 系 。 

例 9.3 已 知 函 数 罗 = 4(x+Xy), 试 癌 ; 

(1) 对 于 图 9=10 所 示 厚 度 为 1 的 正方 形 平 板 ,下 能 否 作 为 应 力 函 
数 ? 〈2) 求 不 计 体 力 时 的 应 力 分 量 。(3) 计算 边界 上 的 耐力 并 作 图 表 
不 。 

【 解 】 (1) 多 = 4(x?+Xy:) 是 三 次 函数 , 必 能 满足 FDB=0， 所 以 
可 作为 应 力 函 数 。 


OD O29 
(2) 0s= By “24% 0y = -Bx =6 Ax 
一 Di 
oy DXBy 一 -247 
因此 应 力矩 阵 为 
2Ax -24Ay 
[os =| 2 Ay 6 Ax 
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村 
1 ee 


(3〉 对 于 平面 应 力 间 题 ,0。 = Tys = Tss =0,《9。.54) 式 简化 为 
X 多 vy L 
[到 [= [2 


其 中 (! ?是 边界 面 法 线 的 方 回 余 引 。 
hid CS A 


下 


2][ 


A | 
|=| , | 


oo 
一 一 


?= -4/2 处 ， | 


—6ax 
司 理 可 知 在 *= 土 4/2 处 ;有 “= 土 1,m=0, 于 是 可 得 
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X Aa 

在 x= 土 8/2 处 ,| > ll i | 
例 9.3 图 的 5 和 c 分 别 显 示 了 边界 上 的 正 应 力 和 剪 应 力 的 分 布 情况 。 
其 中 各 应 力 分 量 都 是 坐标 的 线性 函数 ， 这 是 三 次 多 项 式 的 应 力 函 数 的 
特点 。 

5。 实 例 介 绍 一 一 三 角形 截面 的 重力 坝 计 算 

我 们 已 经 将 平面 问题 的 求解 ( 按 应 力求 解 ) 归 结 为 寻找 应 力 函 数 ， 
并 使 其 在 物体 内 部 满足 双 调 和 方程 ,在 边界 上 满足 边界 条 件 。 寻 求 应 力 
函数 有 各 种 方法 ， 如 复 变 函数 方法 和 道 解 法 等 。 这 里 用 半 道 解法 来 计 
算 一 个 实际 例子 。 通 过 这 个 例子 可 以 对 弹性 力学 平面 问题 求解 的 全 过 
程 有 一 个 初步 的 了 解 。 

所 谓 半 逆 解 法 是 针对 所 要 解决 的 问题 ， 先 假定 应 力 函数 的 某 种 解 
析 形 式 ,但 是 保留 某 些 待定 系数 ,再 代入 双 调 和 方程 和 应 力 边界 条 件 来 
确定 这 些 系数 。 如 果 所 假定 的 解析 形式 无 法 满足 双 调 和 方程 和 边界 条 
件 , 那 么 就 需 另行 修改 或 补充 应 力 函 数 的 形式 。 

图 9-11 是 一 个 混凝土 重力 坝 的 机 截面 ,承受 水 压力 的 左边 界 04 
是 铝 直角 ， 右 边界 OB 是 与 铅 垂 线 倾斜 成 8 角 的 直线 ， 如 图 9-11 所 


示 , 建立 直角 坐标 系 。 

重力 坝 沿 着 坝 长 可 能 有 不 同 的 截面 ,但 由 于 坝 体 很 长 ， 沿 着 坝 长 ， 
坝 身 被 伸缩 缝 分 成 许多 段 。 在 每 一 段 的 范围 内 可 认为 坝 的 截面 是 不 
变 的 ,计算 时 作为 平面 应 变 问 题 来 考虑 。 

坝 所 受到 的 载荷 有 两 种 :一 种 是 从 顶点 O 开始 按 线性 分 布 的 静水 
压强 (水 的 比重 为 )， 这 是 面 力 * 另 一 种 是 坝 身 的 自重 ,看 作 是 均匀 分 
布 的 体积 力 , 单 位 体积 的 重量 记 作 力 。 

边界 条 件 为 并 = 一 9y,Toy =0， 0 有 44 边 (Xx=0) 成 立 

入 = 了 =0， 0B 边 (x=ytg8) 成 立 

现在 来 选 定 应 力 通 数 。 根 据 线 性 分 布 的 表面 水 于， 我 们 设想 应 力 

议 数 为 三 次 多 项 式 : 


(9.72) 


ad e k 
DX,Y) = -YX 二 + 本 xy 十 ny (9.73) 


其 中 包括 四 个 待定 系数 4.e、f 8， 边界 条 件 也 有 四 个 。 选 择 式 (9.70) 
的 第 二 式 所 示 的 特 解 ,可 以 写 出 应 力 分 量 的 表达 式 为 


| os- fx thy, ov = =dx+ey 
假定 的 应 力 函 数 是 自然 满足 双 调 和 方程 的 ， 因 此 只 需 通 过 代入 边界 条 - 
件 来 确定 待定 常数 ,比较 (9.72) 和 (9.74) 两 式 ,得 到 : 

在 *=0 处 :0,=ky= 一 py 可 得 有 = 一» : 
ro = 一 Jy=0 可 得 f=0 

于 是 (9.74) 式 的 应 力 分 量 可 以 改写 为 

0,= — YYy, oy,=dx1+ey, Toy = — (p+e)x 
为 了 确定 d 和 e， 需 要 利用 边界 O 上 的 条 件 。 根 据 应 力 边 界 条 件 可 
知 ， 在 OB 面 上 成 立 


— py — (e+p)X cospB /0 
| — (e+p)X dx +ey 人 oe ) 
经 简单 运算 后 ,， 求 得 e=Y/tg: 8B-p, d=pctgB~2rctgs B86。 因此 ， 
e 800 4 


(9.74) 


应 力 函 数 中 的 系数 已 全 部 确定 。 应 力 分 量 表 示 成 坐标 的 函数 ,为 
0s= 一 ?4 
ov= (加 ctg 有 -27?yctgsD)X+(Pctg: B-p)y 
Try= — yp Ctg: B:x 
根据 得 出 的 结果 可 以 考察 坝 内 各 处 的 应 力 ,例如 在 左边 界 上 7》=》 
处 ,应 力 为 cy = (yp ctg? 6 一 力 )yo。 容 易 看 出 ， 如 果 体 力 p 小 于 ctg20， 
则 cv 为 正 值 , 也 就 是 坝 面 受到 拉 伸 的 情形 ， 而 这 在 工程 上 是 不 能 容许 
的 。 工 程 师 们 可 以 以 上 述 计 算 结 果 为 依据 ， 选 择 适当 的 截面 〈 改 变 有 
角 ), 以 避免 出 现 坝 体 受 拉 的 情形 。 
根据 求 出 的 应 力 分 量 函 数 ， 还 可 以 求 出 坝 内 任 一 点 处 的 主 应 力 和 
主 平面 的 方向 ,得 知 最 大 压 应 力 ( 即 最 小 一 个 主 应 力 ) 出 现 的 方向 , 供 设 
计 师 们 在 布置 块 石 堆砌 或 混凝土 块 接 颖 时 参考 。 
需要 指出 的 是 ,以 上 解答 只 能 在 一 定 范围 内 使 用 。 例 如 在 底部 , 因 
为 项 与 邮 基 相连 ,受到 地 基 的 约束 ,因此 在 底部 附近 ， 以 上 的 解答 是 不 
精确 的 ,此 外 , 坝 项 总 有 一 定 的 宽度 而 不 会 是 一 个 尖顶 ,因此 在 坝 顶 处 ， 
上 述 解 答 也 不 适用 。 
关于 重力 坝 的 精确 的 应 力 分 析 , 可 以 用 有 限 单元 法 。 


习 是 
9-1 已 知 物体 某 点 的 应 力 分 量 为 


0z=Oiy ov =02y 0se=Toy 一 Toy 一 To 二 0 
试 求 与 Xy 平 面 垂直 的 任意 斜 截面 上 的 正 应 力 和 前 应力 。 

9-2 在 物体 中 的 某 一 点 , 所 有 的 正 应 力 分 量 都 为 零 ， 即 os = oy = 
0。=0, 其 余 三 个 前 应 力 分 量 中 的 一 个 为 零 (如 re =0)， 试 求 该 点 的 主 
应 力 。 

9-3 物体 中 茶点 的 应 力 分 量 为 os。= cv = Twy=0,0s=200 4, tys= 
ro = 100 4, 试 求 该 点 的 主 应 力 。 : 

9-4 如 图 所 示 , 已 知 矩 形 板 的 应 力 分 量 为 cs = gzy， ay= 0，rzy= 


c( 全- -六 ), 试 根据 平衡 方 程 求 出 系数 c<， 关 在 +=1 截 面 上 画 出 正 
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应 力 和 剪 应 力 的 分 布 图 (不 考虑 体力 )。 


题 9-4 图 题 9-5 图 
9-5 如 图 所 示 , 有 一 矩形 截面 的 梁 ， 由 于 自由 端 受 到 力 PP 的 作用 


而 发 生 横向 弯曲 ， 力 已 的 分 布 规律 满足 忆 = - -7 (二 - 亿 )。 现 
按 材料 力学 方法 求 得 应 力 分 量 为 


Tas = Tys = Oy=0s=0, 0 Try = -37 -全 -2) 
试 检查 该 应 力 分 量 是 否 满 足 平衡 方程 和 边界 条 件 。 其 中 是 横 截 面 
的 高 度 ,了 是 横 截 面 的 惯 矩 。 

9-6 已 知 位 移 分 大 为 
2 + HX — y*) HXY XZ 
DW WU 


式 中 a 是 常数 。 试 求 应 变 分 量 ， 并 指出 它们 能 否 满足 变形 协调 条 件 。 
9-7 试 证 明 无 应 变 状态 (es =e = es = pys = Yos = Ysy =0) 所 对 应 的 
位 移 是 刚体 位 移 。 
9-8 将 某 一 小 物体 放 入 高 压 容器 内 ,在 静水 压力 p=0.45N/mm” 


的 作用 下 ， 测 得 体积 应 变 e= 细 -- = - 3.6x 10-5, 车 构成 该 物体 的 材 


料 的 泊 松 比 4=0.3, 试 求 其 弹性 模 量 五 。 

9-9 如 图 所 示 , 已 知 矩 形 薄板 的 长 度 为 /, 高度 为 hh， 厚度 为 1。 试 
问 下 列 函 数 能 否 作为 它 的 应 力 函 数 ? 若 能 ， 写 出 不 计 体 力 的 应 力 分 量 
和 边界 上 的 面 力 ,并 将 面 力 画 在 薄板 的 边界 上 。 

(1) D=a+bx+cy;s 

‘2) 中 =CMX23 
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(3) DD=ay’; 
(4) DBD=axy; 
(5) D = ax’。 


题 9-9 题 9-10 图 


9-10 已 知 应 力 函 数 为 P= 4(x;+xy*)， 试 求 图 示 三 角形 平板 上 
的 面 力 。 
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第 十 章 能 量 原 理 


310.1 虚 功 原理 


1。 歼 功 原 理 

我 们 在 分 析 力 学 中 已 学 过 质点 系 的 虚 功 原理 ， 现 在 要 将 其 推广 到 
可 变形 的 弹性 体 。 对 于 可 变形 的 弹性 体 ， 其 内 力 往往 也 要 作 功 ， 虚 功 

如 果 在 虚 位 移 发 生 以 前 ,变形 体 处 于 平衡 状态 ,那么 ， 在 虚 位 移 发 
生 时 ， 外 力 在 虚 位 移 上 作 的 虚 功 6V 等 于 变形 体内 应 力 在 虚 应 变 上 所 


的 虚 功 00 , 即 成 立 
全 6V = OU (10.1) 


这 里 所 说 的 韦 位 移 是 指 满足 给 定 几 何 边界 条 件 的 任意 的 无 限 小 位 移 ; 
虚 应 变 则 是 由 虚 位 移 所 给 出 的 应 变 , 它 可 以 由 联系 位 移 和 应 变 的 几何 广 
程 给 出 。 

仍 采 用 上 一 章 的 符号 , 设 弹性 体 受到 的 外 力 有 体积 力 瑟 和 边界 5 
上 给 出 的 表 面 力 硬 ; 在 边界 S, 上 有 位 移 边 界 条 件 mg = u*。 记 弹性 体 
内 任 一 点 的 虚 位 移 为 


OuU=[Eou Ov 6w17 (10.2) 
由 此 引起 的 一 阶 应 变 增 量 ， 即 虚 应 变 为 
Og = [Oe, ,O02,,08s ,607,02s Gy]7 (10.3) 


如 果 我 们 选用 小 位 移 理论 下 的 几何 方程 (9.23) 或 (9,45)， 那 么 虚 应 变 
Tm 
60, = (04), G8 = 2 


9 
By (0v0), Oe, = a2 (6w), (10.4) 


0 0 0O 0 
Oy,n = -92 《GZ ) + 00)， Oa D2 (Ou) 十 pe (Ow )。 
_ 0 0 


* 304。 


对 于 上 述 弹 性 体 , 小 位 移 理论 的 虚 功 原理 可 以 表示 为 : 
| 人 Pau dr+ | du ds = | orae d+ 
| oul,,= 0 


(10.5a) 


其 中 0 为 物体 所 占有 的 空间 。 由 于 在 边界 9, 上 已 给 出 了 确定 的 位 移 
U*"*， 所 以 在 S,。 上 的 虚 位 移 64u = 0， 因 此 (10.54) 第 一 式 左边 第 二 项 
的 积分 域 可 以 扩充 到 全 部 边界 面 S 上 , 即 


| ,Fréu dr+| Froud Ss=| orée d+ (10.5b) 
0 Ss 各 


2。 碟 功 原理 与 平衡 方程 的 等 价 性 。 

用 虚 功 原理 研究 物体 平衡 状况 时 ， 可 以 与 前 一 章 的 平衡 方程 互相 
推演 。 下 面 我 们 就 从 虚 功 原理 (10.58) 出 发 来 导出 平衡 微分 方程 (9.6 )。 

设 物 体 体 积 微 元 为 ”dr=dxydydz， 表 面 外 法 线 的 方向 余 粥 为 
(1,M MD) 则 在 边界 上 成 立 dydz= 士 [rd9，dzdy= 土 Mid9， 
dxdy= 土 nd S, 利 用 分 部 积分 公式 ,可 以 得 到 以 下 的 格林 恒等式 ， 


川 名 


注意 到 虚 应 变 为 6e, _ 号 才 , 则 上 式 可 以 改写 为 


dxdydz = | olduds- 1},22 ax dxdydz 


| 0sde, d r= | .cuavas- 人 3 su dX dy dz (10.6) 


《10.6) 式 的 左边 表示 应 力 分 量 0 在 其 所 对 应 的 虚 应 变 上 作 的 功 。 类 
似 地 ,可 以 写 出 其 他 应 力 分 量 在 各 自 对 应 的 虚 应 变 上 所 作 的 功 ,例如 


00, 
By dr 


人 .ca ey dzr= | .cos dd | 


等 等 。 


将 (10.55) 右 端 写成 分 量 形 式 ， 体 力 和 表面 力 书 也 用 分 量 表 
示 , 则 (10， 50) 可 改写 为 
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| OsOes + oO + oe +t TysOpys + TasOVor + TryoVsy dt 
a |,(Xéu +Y6v+Z6w dr-— (Font+ Y6v + Z6w)dS=0 (10.7) 
将 上 和 式 左 边 各 项 用 相应 的 格林 恒等式 代入 ,经 整理 后 即 得 


Bos Brsy nee ar。 abc， 
| Or 二 we + KX)6ut+ (Fs + 


十 Ce 语 7 )5z 十 (Be + + C0 ge ao | dr 


-| [Uo +t mrs + MT — 民 )Ou+ (lr + moy+ hrys— Y)6v+ 
(lros + Mrys+ Ros— ZY.6w1ldS=0 (10.8) 


由 于 6u,62,6w 都 是 区 域 2 上 的 任意 连续 函数 ,由 上 式 即 可 得 各 个 贺 
括号 内 的 式 子 均等 于 零 , 于 是 式 (10,8) 就 等 价 于 平衡 方程 和 应 力 边界 
条 件 。 

3。 虚 功 原理 的 适用 性 

在 上 述 推导 过 程 中 ,如 果 虚 应 变 不 取 成 (10.4) 式 所 示 的 形式 ,而 是 
采用 描述 大 变形 下 应 变 位 移 关 系 的 几何 方程 ， 则 据 此 导出 的 虚 功 原理 
就 可 适用 于 大 挠 度 的 弹性 体 变 形 。 些 外 虚 功 原理 没有 用 到 材料 的 应 力 
= 应 变 关 系 , 因 此 广泛 适用 于 线性 和 非 线性 材料 。 


$310.2 应 变 势 能 


1。 应 变 比 能 
弹性 休 受 到 载荷 作用 时 ,内 部 要 产生 应 力 和 应 恋 。 假 定 外 载 从 零 开 
始 逐 渐 漳 如 , 且 弹 性 体 在 受 载 过 程 中 始终 保持 平衡 , 则 在 这 个 加 载 过 程 
中 外 力作 的 功 将 转化 为 物体 的 应 变 能 (应 变 势 能 )。 每 单位 体积 中 所 具 
有 的 应 变 能 称 为 应 变 能 密度 或 比 能 ， 用 U 表示 ,整个 物体 所 具有 的 
应 变 能 为 
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ny NN 


v=| Var (10.9) 
0 


的 面积 表示 ， 即 局 = i 


同样 ， 纯 前 物体 的 比 能 可 用 区 = -六 7zyyzy 


表示 。 

在 一 般 情 况 下 ， 弹 性 体 有 六 个 应 力 分 
基 ， 而 且 每 一 个 应 力 分 量 会 引起 与 其 他 应 
力 分 量 相 应 的 上 应变， 这 似乎 会 使 应 变 能 的 
计算 复杂 化 。 但 是 ,根据 能 量 守恒 定理 ,应 
恋 势 能 的 多 少 与 弹性 体 受 力 的 次 序 无 关 ， 
而 完全 确定 于 应 力 及 应 变 的 最 终 大 小 。 因 此 我 们 可 以 根据 应 力 、 应 变 
分 量 的 终 值 很 简单 地 写 出 弹性 体 的 比 能 为 


U= 六 (os Ez + OyéEy+ Ores + Tspys 十 VasPes + Togpey) 


-二 ors (10.10) 
代入 (10.9) 式 即 得 弹性 体 应变 势 能 的 计算 公式 ， 
| oredrt : (10.11) 
jo 


2。 应 变 比 能 的 不 同 表 示 
应 变 比 能 可 以 用 应 力 来 表示 ,为 此 只 需 将 应 变 - 应 力 关 系 &e= [C]c 
代入 (10.10) 式 , 即 得 


也 = -or[Clo 
We 2 9 ,2 
= 3EL(02+0y+02) 一 20(0y0s+ Oe0s 1 O40%) 


(CTD (10.12) 
将 上 式 分 别 对 六 个 应 力 分 量 求 导 , 再 利用 应 力 - 应 变 关 系 式 可 得 
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| Bo， Oo, ac。 
三 ey (10.13) 
| 9 _, 930 oD 
到 = yes Or,, 一 Yes» Dr = yxy 
OT 
变 分 量 。 


应 恋 比 能 也 可 以 用 应 变 分 其 表示 、 为 此 将 应 力 ~ 应变 关系 0= 
[Dje 代入 (10,10) 式 得 


也 = -er[D]e 
E 

i ttete) + (p+ V+,) | 

(10。14) 
其 中 8 是 体积 应 变 ,e=ez+ey+es。 同样 可 得 到 

aU oD aU 

Be, "*? Be ’’ Oe, 

aD oy oT (10.15) 


4 0y,, Tyss 7 二 Tezy Bysy 
它 表 示 弹 性 体 的 比 能 对 任 一 应 变 分 量 的 改变 率 等 于 相应 的 应 力 分 量 。 
应 变 比 能 也 可 用 位 移 表 示 ， 将 6=[B]u 代 入 (10,14) 式 即 得 


U:= -urL BILDIL BI 


~ | Ca Ow 
21+n)| I-2pu \Ox dy dz 
Ou Ov \2 OW \? 1 / 02 Ov \: 
有 
1 /ou OW 1 /9090v Ou \2 
2 Ge + ae) + -人 ( rs 9) | (1]0.16) 
根据 上 述 公式 很 容易 导出 杆 件 在 各 种 简单 变形 证 的 应 变 能 计算 公 
式 如 下 10.1。 
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应 变 能 
| rz EF pe ds 


铀 /N /= 或 
人 


TT or ave 
前 力 Q 全 人 帮主 ld 


T(x) Gy| as 


所 敌 了 je 


(€) 


天 > = 。 -> py /和 dr 或 /时 ye 


E,I 
td】 


例 10.1 如 图 10- -2 所 示 长 度 为 1 的 杆 受 到 轴 向 荷载 的 作用 ， 
试 求 它 储 存 的 应 变 能 。 
[ 解 】 本 例 为 简单 拉 伸 情况 ， 
每 一 截面 上 的 轴 力 均 为 N=P, 记 
= -4d*， 则 由 ， 表 10.1(al) 


所 示 的 应 变 能 计算 公式 可 得 ， 
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IJ 下 PP 
FE4 Ed4 4 
S08 最 小 势能 原理 及 其 应 用 
， 最 小 势能 原理 


ER 性 体 的 最 小 势能 原理 。 仍 采用 前 两 
节 的 符号 ， 虚 功 原理 为 


| ,Froudr+| FraudS=| or6edr (10.5a) 
位 Sy 0 . 


显然 ,上 式 右 端 就 是 应 变 能 的 一 次 变 分 ， 记 作 6L 。 由 于 赔 位 移 是 满足 
位 移 边界 条 件 的 无 限 小 位 移 ,外力 的 大 小 和 方向 都 不 随 虚 位 移 而 变化 ， 
因此 ,上 式 左 端的 变 分 号 “6” 可 提 到 积分 号 以 外 ,这 样 ,就 有 


a | Frudr+| Frwd S|=6U (10.17) 

记 
Ve | Frudr + | .Fru ds (10.18) 
IT=U-V (10.19) 


并 称 ( 六) 为 外 力 的 势能 , 林 为 弹性 体 的 总 势能 ， 则 (10,17) 式 可 以 改 
写 为 
IT=6(U —-V)=0 (10.20) 
《10.20) 式 就 是 最 小 势能 原理 (或 称 最 小 总 势能 原理 ) 的 数学 表示 式 。 
它 的 意义 为 :在 所 有 满足 位 移 边 界 条 件 的 协调 位 移 中 ,那些 满足 平衡 条 
件 的 位 移 使 得 物体 的 总 势能 (应 变 势能 与 外 力 势能 之 和 ) 取 驻 定 值 。 
当 物 体 从 稳定 的 平衡 状态 产生 虚 位 移 时 ,总 势能 的 增 量 总 是 正 的， 
因此 ,在 稳定 的 平衡 状态 下 ,物体 的 总 势能 取 最 小 值 ， ~ 改称 最 小 势能 原 
理 。 
虚 功 原理 与 最 小 势能 原理 可 以 互 推 因此 也 可 以 从 最 小 办 能 原 
来 导出 虚 功 原理 。 
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2。 最 小 势能 原理 的 应 用 

弹性 体 所 满足 的 平衡 方程 和 边界 条 件 都 很 复杂 ， 不易 直接 求解 。 
最 小 势能 原理 是 一 种 变 分 原理 , 它 提 供 了 一 个 准则 ,使 得 在 众多 的 满足 
位 移 边 界 条 件 的 位 移 中 能 找 出 最 接近 于 真实 位 移 的 一 组 解 。 用 这 种 方 
法 可 以 求 出 弹性 力学 问题 的 精确 解 或 近似 解 ， 而 不 必 去 求解 弹性 力学 
的 基本 方程 。 在 § 10.4 中 我 们 将 把 这 种 方法 用 于 弹性 力学 的 平面 问 
题 , 即 介绍 所 谓 平面 问题 的 位 移 变 分 法 。 

近期 使 用 很 广泛 的 有 限 元 素 法 也 是 以 虚 功 原理 或 最 小 势能 原理 为 
基础 的 。 : 

例 10.2 试用 虚 功 原理 求 图 10-3 所 示 梁 的 抄 度 曲线 ， 并 求 出 中 
点 处 的 挠 度 值 。 


图 10-3 


【 解 】 根据 滩 两 端的 约束 特点 ,假设 找 度 曲线 为 如 下 形式 ， 


V(X)= 好 a, sin 一 六 


其 中 a 是 待定 的 任意 常数 。 这 样 假设 的 函数 在 两 端点 处 满足 位 移 边 
界 条 件 。 由 表 10.14 的 计算 公式 可 写 出 梁 的 应 变 能 为 


-| ( gh) dx -让 D3 
应 变 能 的 变 分 为 - 


GL = 2 -avlas 


外 力 二 在 虚 位 移 上 的 虚 功 为 
“311， 


Po6v|,.a = PP 3 sin 0 
由 虚 功 原理 可 知 P6v|,-4 = 6L , 即 


P Ysin Ls 三 i ZN404, 
由 于 虚 位 移 64, 都 是 独立 的 , 则 由 上 式 可 得 


d Elx* 
P sin Te 一 和 Nt, 
即 得 
l 
dn = Ft sin Rs (n=1,2,.…) 
找 度 曲线 为 
3 
V(X) = a p> a sin MrC; sin EE 
中 点 处 的 挠 度 为 


nazd n 
01/2) = BIm Ble Tar sn 


适当 选取 所 得 级 数 的 项 数 ， 就 可 以 得 到 相当 精确 的 结果 。 


$10.4 位 移 变 分 法 


这 - 节 我 们 将 介绍 用 位 移 变 分 法 ( 李 兹 法 ?来 求解 弹性 体 的 平面 问 
题 。 - 
。 位 移 变 分 法 
性 体 在 确定 的 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 ， 和 欲求 弹性 体内 各 点 
的 位 移 。 我 们 记 该 位 移 分 量 为 & 和 wv, 并 且 将 其 写成 下 列 形式 ; 


U=Uot Cntpny Vv=Vo+ Dbnvm 《10.21) 


其 中 a 和 Db, 为 待定 的 系数 ，zw 和 v 是 在 边界 上 等 于 零 的 设 定 函 数 
(在 弹性 体内 部 不 等 于 零 )， zs 和 2 则 是 满足 位 移 边界 条 件 的 设 定 函 
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数 。 这 样 ,不 论 系数 cn .pw 如 何 选取 , 按 (10.21) 式 写 出 的 位 移 分 量 总 
能 满足 位 移 边界 条 件 。 注 意 ,位 移 的 变 分 体现 在 系数 cn 和 bn 的 变更 ， 
至 于 各 个 设 定 函数 的 值 , 则 仅 随 坐 标 而 变 , 而 与 位 移 的 变 分 无 关 。 
按照 (10.21) 式 ,位移 分 量 的 变 分 是 
6u = > UmOam, 60 = 2 VnObn (10.22) 


我 们 将 弹性 体 的 应 变 势 能 看 作 是 位 移 的 函数 (参见 (10,16) 式 ) ,而 位 移 
又 由 (10,21) 式 表示 ,于 是 可 将 应 变 势 能 [看 成 是 若干 个 系数 cn 和 
的 多 元 函数 ， 它 的 变 分 为 


0U = xz 和 0 这 5。 ) (10.23) 


如 果 弹 性 体 受到 体积 力 X 、Y 和 表面 力 部 、 的 作用 ， 则 这 些 外 
力 在 虚 位 移 上 所 作 的 功 为 


6T = 人 (X 6u + 了 了 60) dzdy+ | (Xou+Y8ds 
= 习 人 | (人 Un6Cn + 了 了 DDN)dXd7+Y | .Consa。 


+Yvdb dS (10.24) 
由 虚 功 原理 可 知 成 立 60 = of 。 代 入 (10.23) 式 和 (10.24) 式 , 按 sen 和 
6b 的 系数 整理 归并 后 可 得 


3 Go- || ,x Um dxdy- |,X vodS Jdao 量 
+ 下- 生 | Ynd Xdy-— ,PondS |85, = 0 


因为 变 分 an 和 68。 是 相互 独立 的 ,可 以 任意 选取 ， 所 以 在 上 式 中 它 
们 的 系数 都 等 于 零 ， 于 是 得 到 


(10.25) 
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在 具体 计算 中 一 般 取 之 为 有 限 和 式 ,这 样 上 式 就 是 以 am、b。 为 未 知 数 


的 线 代 数 方程 组 。 将 求解 代数 方程 组 得 到 的 ac 和 5。 代入 (10.21) 式 ， 
即 得 到 所 求 的 位 移 分 量 x 和 wv。 就 是 说 ， 在 众多 的 满足 边界 条 件 的 位 
移 分 量 中 ， 我 们 根据 变 分 原理 找到 了 最 适当 的 一 组 位 移 分 量 。 这 组 位 
移 分 量 在 给 定 的 设 定 函 数 的 范围 内 ， 与 精确 解 最 为 接近 。 

2. 位 移 变 分 法 的 应 用 

我 们 用 下 例 来 说 明 如 何 用 位 移 变 分 法 求解 平面 问题 。 

例 10.3 如 图 10-4, 设 有 宽度 为 4、 高 度 为 5 的 抵 形 汶 板 ， 其 左边 
及 下 边 受 连 杆 支承 ， 右 边 及 上 边 分 别 
受 均 布 压强 9, 和 4, 的 作用 ,不 计 体 
力 ， 试 求 薄板 的 位 移 。 

【和 解 】 薄板 受 图 示 载 荷 作 用 可 看 
作 是 平面 应 力 问题 。 取 坐标 轴 如 图 所 
示 。 则 边界 条 件 为 

Wo=0，2|，o=0 

为 此 ， 设 其 满足 边界 条 件 的 位 移 分 量 
为 


WU=Xx(Al+A,x+Ay+..…) 
i pv ) 《10.26 4) 
其 中 4, 和 B, 都 是 待定 常数 。 
作为 一 次 近似 ,我 们 在 (10.26a) 式 中 仅 取 一 项 , 即 设 
uw=Ax, v= Biy / (10.265b) 
板 的 应 变 能 可 由 式 (10.16) 对 整个 体积 积分 而 得 ， 在 平面 问题 中 ， 
比 能 简化 为 


= _E 4 /0 an /ak /Ov 
Ds yo ey 作 "By + (We) + | 
(10.27) 
若是 平面 应 变 问题 ,可 取 厚 度 方向 为 1 个 单位 ,于 是 应 变 能 等 于 
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7- 去 二 阿 人 和 a Re oy 


+(- 芒 人 0) axdy (10.28) 


本 例 是 平 珊 应 力 问 题 ， 根 据 8 9.5 的 讨论 可 知 平面 应 变 问 题 和 平面 应 
力 问 题 的 求解 公式 可 以 相互 通用 ,这 时 只 需要 将 弹性 常数 如 和 人 作 适 当 
的 代 换 。 不 难 证 明 ,为 了 将 平面 应 变 问 题 的 公式 转换 成 平面 应 力 问题 次 


起 ， 只 需 将 原 公式 中 的 z 改换 成 4/(1+h)， 忆 改换 成 二 2 生 忆 即 


可 。 在 此 变换 下 ,上 /(1+4) 保 持 不 变 。 于 是 对 于 平面 应 力 问 题 ,只 要 将 
I 的 & 改换 成 &/ (1+4) 就 可 得 应 变 能 的 计算 公式 为 


v= 3 | 是 二 1h (3 + (人 
+( 名 | azdy (10.29) 
将 一 次 近似 下 的 位 移 分 量 w= 4,x,v= Biy 代入 (10.29) 式 就 有 


E orao . 
Uy) | tacAit BD):+ -MAI+ BDIdxdy 


Eab 
过 元 1 Th + Bi+24A,.B,) 


ee 25) 式 ,根据 题 意 ,不 计 体 力 , 可 得 


B34 = [Xrds, Gh-= JYyds 
吾 将 薄板 在 边界 上 的 载荷 代入 后 得 到 关于 4, 和 B, 的 方程 ， 


Eab 
[Es D1 (24, +24B,) = -qiab 
NS Eu p 
re +2B,) = - gab 


求解 上 述 方程 ,得 到 A, = (4q,— 48)/E, B, = (44i— q3)/E。 将 此 值 代 
回 (10.26 2) 式 , 便 求 得 位 移 的 近似 解 为 
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u= (Hq - GX/E, v= (14q1~ 92)y/E 
求 得 位 移 后 ,不 难 通过 几何 方程 和 物理 方程 求 得 应 变 和 和 应力 。 


$10.5 互 等 定理 - 


对 于 线 弹 性 结构 ,存在 一 些 互 等 定理 ,它们 在 结构 分 析 中 占有 重要 
Be 由 于 篇 幅 所 限 ， 我 们 将 简单 地 予以 叙述 而 不 作 详细 的 论证 。 
。 功 的 互 等 定理 ( 贝 谤 定理 ) 
10-5 为 一 个 适用 又 加 原理 的 线 弹性 体 ， 它 分 别 承 受 两 组 力 系 
Pi 和 Pr 的 作用 由 这 两 组 力 系 各 自 单独 作用 所 引起 的 位 移 分 别 记 为 
&I 和 &IT。 假 若 先 施加 吾 I 后 再 施加 豆 T, 则 外 力 所 做 的 功 为 ， 


xz TI = 一 > Pau + -于 ur + Piuy (10.30) 
a 出 外 力 所 做 的 功 为 


Ur = 六 PSeki + 过 PPfeci + Praur (10.31) 


在 两 种 施 力 次 序 下 ， i i 并 且 ， 储存 能 
的 数量 是 相同 的 ， 因 此 可 得 
LIIT=ZII 
比较 (10.30) 和 (10.31) 两 式 ， 即 得 
Piur = Piut (10.32) 

式 (10,32) 称 为 贝 斋 定 理 。 它 可 叙述 为 : 力 系 到 工 在 位 移 &r 上 所 做 的 
功 等 于 力 系 Pr 在 位 移 &I 上 所 做 的 功 。 其 中 &TI 与 &WI 分 别 是 由 Pi 
和 Py 单独 作用 所 引起 的 位 移 ， 而 且 各 位 移 分 量 与 载荷 的 分 量 是 相 
一 致 的 。 
功 的 互 等 定理 中 的 力 和 位 移 淹 是 广义 的 。 例 如 载荷 天 可 以 表示 力 
或 力 偶 ， 则 位 移 就 分 别 为 线 位 移 或 角 位 移 。 

2。 位 移 互 等 定理 (麦克 斯 书 定理 ) 

将 上 述 贝 席 定 理 中 的 两 种 力 系 Pr 和 Pi 都 取 成 一 个 单位 力 ， 
并 按 其 作用 点 位 置 分 别 记 作 了, 和 PP,。 记 64(2、,7=1,2) 为 弹性 体 上 由 
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{~ 10-5 


于 力 P; 的 作用 而 在 P, 的 作用 点 处 所 产生 的 位 移 ( 沿 P, 方 向 )。 于 是 作 
为 (10.32) 式 的 特殊 情况 可 以 得 到 Pi:6,, = Ps.6, 即 


O01 = 6, (10.33) 
人 它 可 以 推广 为 一 般 形式 , 即 
6, = 6,, (10.34) 


(10。34) 式 中 的 6 称 为 柔 度 影响 系数 。 因 此 位 移 互 等 定理 可 以 一 般 地 
叙述 为 : 

作用 于 7 点 的 单位 力 使 ? 点 处 所 产生 的 位 移 等 于 作用 于 2 点 处 的 
单位 力 在 7 点 处 所 产生 的 位 移 。 

”位 移 互 等 定理 表明 结构 柔 度 影 响 系 数 的 互 易 性 。 如 结构 依次 受 
到 n 个 单位 载荷 作用 ，、 将 全 部 柔 度 影响 系数 排列 成 矩阵 形式 就 得 到 
业 度 矩阵: 


O01 9i: 03 oo 0 
[6,)] = Os 0 9。 … 9a， 
0 0,2 Ons Soe Oi 


由 位 移 互 等 定理 可 知 柔 度 矩 隆 必 是 对 称 阵 。 

图 10-6 是 几 个 位 移 互 等 定理 的 例子 。 它 们 说 明 力 和 位 移 是 广义 
的 。 在 各 种 情形 下 ,广义 位 移 的 量 纲 是 不 同 的 ,但 I 
乘积 必定 是 功 的 甘 纲 。 
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M=1i | 
A > 8B 
6 0b 0 
i ba 0 
(bj 
Gba™= 0 ob M=1 
M=1 
a i 4 f 、 
ba E Gat 
{Ch 
图 10-6 
习 题 


10=1 设 某 结构 承受 载荷 作用 ,了 与 相应 的 位 移 4 之 间 存 在 非 
线性 关系 式 4=cP?, 其 中 Cc 为 常数 。 试 求 当 载荷 缓慢 地 从 零 增 加 到 P 
时 ,结构 中 储藏 的 应 变 能 。 

10-2 ”图 示 结 构 由 两 根 长 度 为 1 的 杆 4C 和 BC 组 成 。4、B 和 
C 处 均 为 铵 链 , 杆 的 材料 为 线 弹 性 材料 ,两 杆 的 抗 拉 刚 度 均 为 二 4。 在 
C 点 作用 着 垂直 向 下 的 载 薪 忆 , 由 三 引起 垂直 向 下 的 位 移 为 4。 试 求 
已 与 4 的 关系 式 以 及 结构 的 应 变 能 。 
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题 10-2 图 题 10-3 图 
10-3 已 知 一 长 为 L 抗 弯 刚 度 为 上 J 的 其 辟 梁 , 在 自由 端 承受 集 
中 力 P 和 穹 矩 M 的 作用 。 试 用 最 小 势能 原理 求 出 梁 的 微分 方程 及 边 


界 条 件 。 
10-4 已 知 跨度 为 L、 抗 恋 刚 度 为 J 的 简 支 梁 承受 均 布 载荷 4 


作用 ， 试 取 挠 度 v=ai sin -~-， 利 用 能 量 原理 求 该 梁 中 点 的 挠 度 
值 。 

10-5 a 边 国 定 的 什 形 济 板 ,给 定 第 四 边 上 的 位 移 为 WU: 
= -nsin ->-。 不 计 体 力 ， 求 板 


内 的 应 力 分 量 和 边界 y=5 上 的 面 
力 。 提 示 : 可 以 设 定位 移 分 晤 的 形式 
为 


x 
W = 之 2 4 sin 一 一 sin -有 
SINAx NX 
y= 一 a i sin 2 gin 22 
b a b 
济 取 和 =1)M0= 1。 
人 
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附 录 
I 无 限 小 转动 是 矢量 


设 刚体 作 定 点 运动 ，0 为 固定 点 。 现 刚体 绕 OA4 轴 ( 单 位 矢量 为 严 ) 转 过 0 角 
度 ,如 图 I -1。 刚 体 上 M 点 原来 的 和 撩 径 为 7, 若 转动 后 M 点 到 达 则 1 点 , 且 矢 径 


为 ri, 则 位 移 矢 量 为 Mr= 产 -r= MMi1。 


.0 
园 工 -1 图 I -3 


由 图 1 -2, MN = R(1 -cos 0) =2R sin? 2 ; NAMi=Rsin0, 于 是 


Sr=ri-r=MMI=MN+tNM: 


= 人 9 ini Tn x (RxXr)]+Ssin Qi xr) 


~0nxrt+t nx nxr)]+. (I -1) 


纲 考 虚 连 续 两 次 有 限 续 动 ， 先 绕 O41 轴 ( 单 位 矢量 mi ) 转 过 仙 角 ， 然后 绕 
O04; 轴 ( 单 位 矢量 ma) 转 过 bs 角 。 其 中 神 守 ns， 而 且 ni 和 1 都 不 与 了 平行 , 即 
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6 €, | 
X70，N2 Xr 寺 0, 则 rf->r1>ro, 由 公式 ( 工 -1) 可 算得 


rT = +Onixr+0noxr+ Cn x (ni Xr)] 
+ 二 -938[ma x (Ro xr)]+ O09cn X(PEIXY)] 十 … (I -2) 


0, ,9 
如 果 转 动 顺序 相反 ， 即 先 绕 0.4, 轴 转 0s 角 ,后 绕 O41 轴 转 抽 角 , 设 r>r! > 
则 同样 可 算得 


六 二 六 十 go2722 X 太 十 Oni xrt+ 地 nx (Roxr)] 


+ -Cm x (nxr)I+ OCnix (axr)]+ (1 -3) 


因为 
nixr3w0, NoxXri0, nis 7 

所 以 

nix (Rho XTF) 半 7 X (nsxr) 
也 就 是 ”与 ma, 代表 不 同 的 位 置 ,所 以 对 于 有 限 转 动 ,转动 顺序 是 不 可 交换 的 。 

但 是 当 两 次 转动 都 是 无 限 小 , 即 当 | 和 |<1l,1b1<1 时 , 则 在 略 去 二 阶 和 更 高 

阶 元 限 小 量 后 ,( I -2) 式 和 (I 工 -3) 式 相等 , 即 

r=7r+0nxr+ bn xr 

r=7r+0nxrtOnxr 


这 就 证 明了 无 限 小 转动 是 矢量 。 


I 刚体 角速度 与 基点 选取 无 关 


试 证 , 当 刚 体 作 一 般 运 动 时 ,刚体 的 角速度 矢量 w 与 基点 的 选取 无 关 ， 也 与 
辕 连 系 的 坐标 轴 取 内 无 关 。 

[证 ] 设 取 刚 体 上 的 妈 点 为 基点 ,其 刚体 角速度 为 4, 义 设 当 取 品 为 基点 时 ， 
刚体 的 角速度 为 oa。 

现 设 六 为 刚体 -上任 一 点 , 则 由 基点 法 速度 公式 ,有 


Vx=VA4+@aAxAM (¥ -1) 
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vu= st wax BM (了 -2) 

a (1 -3) 
由 以 上 三 式 ,可 推 得 We 

i -wx BM=0 (HE -4) 
因为 加 点 是 任意 的 ， BM 是 任意 矢量 ， 故 有 

WI- WwW»=0 
即 
Wa=W2= 0 (1 -5) 
所 以 刚体 的 角速度 w 与 基点 的 选取 无 关 。 
又 ,如 在 刚体 上 4 点 任 取 两 个 固 连 系 ， 则 因 这 两 个 坐标 系 各 轴 间 的 夹 角 均 

为 常数 ,所 以 不 影响 角速度 @ 的 大 小 和 方向 。 证 毕 


下 虚 位 移 原理 的 证 明 


湛 位 克 原 理 , 有 -具有 定常 .理想 约束 的 质点 系 , 设 原来 是 静止 的 , 则 保持 其 平 
衡 的 充 要 条 件 是 所 有 主动 力 Ft 在 系统 的 任何 虚 位 移 上 的 庶 功 之 和 等 于 零 , 即 


SW = EP ,ri=0 (下 -1) 


[证 ] se a 由 于 系统 保持 静止 ， 根 据 牛 顿 定 
律 ,作用 在 第 i 个 点 上 的 主动 力 F; 和 约束 力 BE, 之 和 等 于 零 : Fi+ R;=0。 将 该 
式 两 边 点 乘 5 rt, ,并 对 i 求 和 得 ， 
TRF+t Rdri= Fdrit Ridri=0 
出 理想 约 东 条件 
Rdri=0 
推 得 
: Fr:=0 
再 证 明 条 件 的 充分 性 。 采 用 反 证 法 , 即 假设 ( 亚 -1) 式 对 任何 虚 位 移 都 成 立 ， 
但 在 主动 力 系 作用 后 ,质点 系 原来 静止 的 状态 波 破 坏 了 。 由 假设 ， 至 少 存 在 一 点 
kh ,其 Fr + Rt*0, 于 是 有 加 速度 
Cx = (Ft Re) /me 
因为 运动 是 从 静止 开始 的 ,所 以 它 的 位 移 drs 和 az 同方 向 , 则 有 
(Fr + drr>0 (下 -2) 
对 ji*R, 则 有 0 
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(下 :+ANivd 7 0 (HIT-3) 
因为 约束 是 完整 ,定常 的 ,d ri 是 67; 之 一 , 即 至 少 对 某 一 组 67i, 有 


(Fr+ Ne):O re>0, CFit+Ni) 6ri>0, (i Rk) ( HI-4) 
将 i 由 i 至 NN 求 和 ,并 利用 理想 约束 的 条 件 工 瑟 :6 r=0, 就 可 推 得 
Fd riz>0 


于 是 与 假设 矛盾 ,因而 当 满足 方程 ( 亚 -1) 时 ， 每 个 质点 都 必须 保持 静止 。 证 毕 。 


WV 变 分 法 简介 


变 分 法 的 基本 概念 和 微分 学 的 基本 概念 有 许多 类 似 之 处 ， 微 分 学 研究 的 是 求 
函数 极 值 的 问题 ,而 变 分 学 研究 的 则 是 求 泛 函 极 值 的 问题 

设 系统 的 自由 度 为 1, 它 的 运动 规律 是 9=4(t), 这 称 为 真实 运动 。 

由 时 间 的 变化 4 {而 引起 的 真实 运动 坐标 的 改变 量 叫做 微分 , 即 


dq= g(t)dt 
考虑 另外 一 个 时 间 函 数 4(t)， 它 与 函数 g(t) 的 关系 为 ，; 
: g(t) = q(t) + ant) 
其 中 a 是 任意 小 常数 ,nt) 是 任意 可 微 函 数 。g() 与 q(t) 是 不 同 的 函数 ， 它 们 


分 别 对 应 于 不 同 的 运动 。 由 于 函数 本 身 的 形状 由 g(t) 变化 到 g(D ,将 其 每 一 了 时刻 
的 改变 量 记 作 59, 则 


6q= q(t) -q(t) = an(t) 


每 一 时 刻 上 有 一 个 9g 值 ， 它 表 示 同 一 时 刻 q() 与 q(t) 之 差别 ,所 以 又 叫 等 时 变更 
或 叫 变 分 。dg 与 6g 的 差别 ,可 从 图 卫 -1 中 看 出 
考虑 定 积分 


I= | "Fda, g,t)dt (NW -1) 
tm te 
其 中 设 F 是 有 连续 二 阶 偏 导数 的 多 元 函数 ，q(t) 有 连续 二 阶 导数 。I 称 为 函数 
SG( 妨 的 一 个 泛 国 。 
对 于 函数 q(t), 考虑 如 下 的 函数 集合 {4(1)】 
gq=qg+6q= g(t)+an(t) ( -2) 


。 R92 。 


其 中 w( 是 定义 在 如 st sa 上 的 , 有 二 阶 连 续 导数 的 任意 函数 , 且 满 足 
n(t0)= 7(t1)=0 
这 个 函数 集合 称 为 函数 9(1) 的 “ 邻 域 ”。 
以 邻 域 中 任意 一 个 函数 代入 (四 -1) 式 可 得 一 个 工 值 。 泛 函 极 值 (包括 极 大 、 
极 小 或 驻 定 值 ) 问 题 或 变 分 问题 的 提 法 是 ， 问 在 q(t) 的 邻 域 中 ,使 得 泛 函 了 取 极 
值 的 条 件 是 什么 ?并 找 出 对 应 的 函数 9(1) 来 。 
如 果 g(t) 表示 一 个 真实 运动 , 则 q(t) 就 是 在 每 一 时 麟 与 真实 运动 有 一 变 分 6g 
的 “邻近 运动 ", 如 果 q(t) 满足 约束 条 件 的 话 , 它 就 是 “可 能 运动 "。 由 于 已 经 假定 
n(to)= 7(t1)=0 
所 以 真实 运动 与 可 能 运动 在 起 始 时 刻 与 终了 时 刻 是 相同 的 (图 -2)。 变 分 问 
题 的 任务 就 是 要 在 可 能 运动 的 集合 中 , 找 出 一 个 真实 运动 来 。 
将 (T -3) 式 代入 (T -1) 式 ,并 把 了 看 成 是 参量 a 的 函数 , 则 得 


be 昌 
ro)= | Flg+an,gqg+ a st)dt 
te i 


图 本 -1 图 了 -2 


在 a 足够 小 的 范围 里 ， 或 者 说 对 应 于 g(t) EE AY Sh 内 ,使 滋 函 数 取 极 值 
的 必要 条 件 是 


ti 区 
-| oF 1 )dt=0 (YW-3) 
2 9 
记 作 
ee。 


ty 机 
51- 引 | Flq,q i)di=0 


因为 


人 
-| |# se a ), 所 
[| 人 ， 38 )na 
a 
”将 上 式 代 入 (BR -3) 式 ,得 


A aF )jar= 0 


因为 了 是 任意 的 , 且 方 括号 中 的 函数 是 t 的 连续 困 上 ， 所 以 在 区 间 [foa 上 ， 上 式 
应 恒 等 于 零 , 即 


0 | ) 到 (NW -4) 


dt 99 29 

T ss 拉 格 衣 日 方程 ， 也 就 是 函数 q(t) 使 泽 沙 了 取 极 值 
的 必要 条 件 。 

反之 ,5 可 以 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 。 因为 由 了 4) 式 可 以 直接 得 出 

ddaw=0 

在 数学 上 还 可 以 证 明 对 函数 玉 及 g 要 求 的 条 件 可 以 放宽 , 只 要 站 有 一 阶 分 
段 连续 偏 导数 ,q 有 一 阶 连续 导数 就 可 以 。 

如 果 FF 中 不 显 含 1, 则 方程 ( ee 


F- 9 ?= 常 量 ee (了 -5) 
2g 到 和 
这 是 因为 
d 2F 
(rs > 
_f aF 2 。 2F 3F 。 df aF 
Lei 3g 4 a |-(% 2 Goa)| 


将 (CT -4) 式 代入 ,得 


号 (如 )- 电 


以 上 对 单 自 i n 个 自由 度 的 情况 。 设 系统 的 运动 
对 应 于 %# 维 位 形 空 间 (g 空间 ) 中 的 一 条 轨 线 
qi= qit), (i= 1 ,71) 
考虑 每 一 个 广义 坐标 有 一 个 变 分 at, 则 可 能 运动 可 以 表示 成 
i= qt) + Og= qt) + olt) (二 二 好) 
为 了 表达 各 广义 坐标 随时 间 上 上 的 变化 关系 ,在 # 维 位 形 空 间 的 基础 上 再 加 上 变量 
t ,组 成 一 个 n+1 维 空间 (9Q-t 空间 )。 

在 初始 时 刻 1= 6， 系统 的 位 置 为 (qi0;…,4no), 将 (9- 空间 中 的 氮 
(1,q10,…,9"0) 记 作 4， 在 终止 时 刻 〈ft = 五 )， 系统 的 位 置 为 〈ql1，… 99)， 而 
(ft1，q11…;9"1) 对 应 点 B， 则 系统 的 运动 过 程 对 应 于 这 n+ 工 维 宝 间 中 自 点 44 
至 点 B 的 一 条 多 维 曲线 ,如 图 入 -3 a 或 6 所 示 。 

根据 类 似 的 定理 ,使 泛 函 


ti . 
=| 下 (91 GCC1 9 qn,t)dt 
te 


” 取 驻 定 值 的 必要 条 件 是 


57- 三公 | 和 a 2 了 2 ) oto 0 
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由 于 六 的 任意 性 ,以 及 方 活 号 中 函数 的 连续 竹 ,同样 可 以 得 出 变 分 问题 的 欢 拉 - 拉 
格 朗 日 方程 组 


oF 2 下 _ ， 
二 =0， ee (WV-6) 


8327 。 
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部 分 习题 答案 
第 一 章 


1-1 v= lg sec? gp,a=l sec20 (p+ ogtg 9)。 


(20) 1 
1-2 梯 回 ， 0 ps 


cos yg+(b -Reosg) sing 
1-3 Va= /BB- hb-Reosp)? | 
1-4 极 坐 标 轨 这 方程 (4 为 积分 常数 )， 
4 


PC 
ol | 0) 
V32 


1-5 ” (1) 坐标 法 ,z= R(I+cos2 @t),y= Rsin2 af yyUz= -2 Ro sin 2 wt, 
uy= 2 Ro cos2ot; ar= -4 Rocos2ot, av= -4 Ro? 0 (2) 自 然 法 ， 


Ude . 


$=2 Rot, U= 9 Ro; Gr= 0， an= 4 Ro?。 
1-7 a= [cs+ (vo~ct)2/R2JMV2, 当 t=vo/C 时 ,4a=c， 此 时 共 走 了 


wo 
N= 47n Re 图 。 
1-8 v=—@R; oar= ——@R, 2 R 


1-10 当 09=0 时, Vmsax= 400cm/s。 ”| 
111 Qo)=3.14/s, elto)=0.026/s’; ar(t0)= -4.93 cm/s:, 


ao= ~0.27cm/s?。 3 本 
. 20 | 
R RR 
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1-15 az= Raeo-atv3e)。，ca=32Ro2。 


人 1 十 他 (fF1+ ?or 2 
3 入 


1-17 u=4w 3cm/sec， oO=2w3sec-! 〈 逆 时 针 向 )。 


1-21 w= HV 3 0s knt, n= na 


es 1 
sin jnfioc= 吕 二 十 ) 


et = -去 V 可 Rn sin knt,er= SD hn cos knt, ee =0。 


2 
wih 可 
1-23 v4=2 hoicose, a4= tn lt+ sin 2 Co。 


1-24 v4=Va=r@1 G04= 08=YOtwaOz3 二 4az2 


3 -0 
1-26 v=(u+ 


wR )i+ 吝 oR ja= 训 oR -i+ v5)), 


其 中 J 均 为 单位 矢量 , i 沿 48 方 向，j 与 4B 垂直 , 且 向 上 。 
1-27 br=6.36cm/sec， (DZ)= 80°58', 


1-23 在 以 O 为 极点 的 平面 极 坐 标 系 中 的 轨迹 方程 ， 
SO kt in NEr1 
r=ro( 2 ) ( sin an ) 
其 中 R= 一 2 


U1 » C= 多 ,而 (opo) 是 小 骨 的 初始 位置 


1-29 在 以 船 的 出 发 处 为 原点 O 的 直角 坐标 系 Ozy 中 (z 人 
y 轴 治 初速 方向 ), 船 的 轨迹 方程 为 ， 


非 岸 地 点 ，。 z= 也 ,y=1。 


1-30 令 OM=z， 则 


(1) va= 一 Ow4R 下 2-z2 ,Ga= -wx 
(2) vr=20R,ar=4 wh, 
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1-31 axy= os[(1 -bg -bl1+2 go0)]。 


1-32 vo=voot, Qao= -V+ oR . 


2-4 Y= Pa+Q(CI-D) ， y= 人 


34 多 


Ys Se Ya So , 


Xo= -Xa, Yc= 了 了 a。 


. Ee 
2-6 L=Wr’ sin 9/Y 六 -条 sin ~ @ 


PR 
2-7 sing= (RKR+DW+ 
2-9 4 = 上 oa。 
2-11 pat=23-w3 (在 蜀 柱 间 )。 


b 


2-12 x= a3tee 。 


_ 2pH(1 +e*”) 
2~13 ha 工 十 12 © 
2-14 (1)L=1.6kNem; (2) jmin= 8/15。 
2-15 T= 196N, A4=84.87N， Yi=147N, Z4=98N) 
ps=Zs=0。 
第 三 章 
3-1 vi=7.9km/s, v2= 11,2 km/s,。 
3-3 vo=(1+ V3)vV gil2 ， 
3-4 t=3.1s, F=2.3N, 


3-5 (a) P= 3Mol, Ho= 3 Mob, T= Meo, 
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(b) P=0, Ho= FMoR, je 地 MaoaRa。 
(cy P= MaoR， Ho= SMoR’, 全 MoR?, 


(d) P= Mv, Ho= -SMoR, = 于 Mouz。 
3-6 了 =7WU3+ YUO2 + wr?), 


3-8 《〈a) 绕 质心 转动 ， e= 弛 ， (b) 平 动 , o= -7 《c) 平面 运动， 


M 


oh 
2 ” MM’ “MR* 


?1 十 人 号 2 十 本 1 401+5DY 
3-10 V4= Vp= 一 人 04 = 一 一 -一 2 VB= 一 -一 一 一 。: 


9 E 9 


3-11 0=arccos3—。 二 


AM= 2 2F 1 二 
a | g (+ 


_ dm 
93 1 kbo 


第 四 齐 
GQ 
4-2 Ss=Wtga(Hcsea-l). 
4-3 平衡 位 置 6=0 及 9 = qo, 而 wo 满足 


1tga go-r(T+tg?po = 0 及 go< 本 


稳定 性 ，(1)9=0 是 稳定 的 ， (2) 若 两 杆 的 公共 重心 在 圆心 的 下 面 ， 则 平衡 位 置 
也 是 稿 定 的 。 
4-4 当 kli>2(kr -mg) 时，6%=0 是 稳定 平衡 位 置 。 当 Rr>mg 时 ， 
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_kl 
2(kr —mg) 


一 是 稳定 的 。 、、 


0 = arccos - 


4-6 7 mratma 0 cosm -mag’sing+kra= FF 


NED 0 + ma x4 cospt+mga sing=2aF cosp—-L 


4-7 V -学 OT a -cost)g 
0= 


A oy 
4-8 Sa 
i _ vo~Q@ol _ 2vo+ Roo 
4-9 1 3fg 一 CR 


4-10 r=42164 km, kh=35786km, 
a 4 »,-» /2 
4-13 a=arc cos 7? o=av/ 2 


4-14 (1J+Rb6 +R pp+gsinbg=0 


12 3 13 2 
4-15 = ze (抛物线)， AQ) = ooo 


4-16 f=3, 广义 坐标 为 r、g9、B、 其 中 ?为 地 心 O 与 哑铃 卫星 之 质心 C 
闻 的 距离 , 9 为 OG 与 OX 轴 间 的 夹 角 ， 有 是 哑铃 卫星 轴线 与 z 轴 方向 的 夹 角 。 


T=m( r+t+r2 2 + 12p2), 


其 中 rra 分 别 为 卫星 两 端 质量 与 地 心 O 的 距离 。 
第 五 章 
5 (0) A= 全 Mo， B= Ma?, C= $Mo’, 
A Ey, ee 了 MR, 
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1 四 


4 9x 0 
国 ab 3 
Jzyz(0)= M ee 4 0 
0 0 a2+b2 


与 = 本 了 二 dy COS2 a+ Coit Wa Sin a)? 
Ha= Aw, ¢os aSI + C(t+ 2 sin C)20 


5-5 T= MP 02 十 Mb 62 + 9? cos? 0) 


Ho= -于 MD N+ (二 Mbz+ Mr)e cos 0S°+ Miap sin OZ 


5-6 固 连 主轴 系 Gzyz ,Gz 为 圆 盘 动 力 对 称 轴 ， Gy 轴 在 圆 盘 上 , 且 通 过 
盘 边 的 已 点 , 则 


w= (jt+k) 
39 39 5 
5-7 有 =arc cos( 7 )， (“>34), 
_ IoWw 7g? 
Re 
本 一 一 2 23 
5-8 Na4= -Na= HOT oR sin 2 ac。 


-g 。 渤 荆 : jj 39 .; 9C2cosb 
5-9 运动 微分 方程 ， “= -sin 6 了 + -oars 


Wu 


机 械 能 守恒 : mp| (bry sin 4)+gcos0 |- 忆 = 常数 


关于 O05 轴 的 动量 扰 守 恒 ， 129 sin20=C= 常数 


* 334。 


5-11 二 ap tb+ her- Hwt+(b-— ~ He b+hot ] ， 其 由 总 = 于 十 1 二 


5-13 -二 - 6 -了 sin 2 0- - 乡 -sin 0=0,9= 0 是 不 稳定 的 相对 平衡 
位 置 。 


5-14 9-(osR cosop-g)R-isino=0 
当 @?K<g 时 ,p= x 是 稳定 的 平衡 位 置 , 当 o?R>g 时 ,p= 是 不 稳定 的 平衡 位 


置 ， 而 由 cos 9= ~ 了 决定 的 平衡 位 置 是 稳定 的 ， 又 ，m = 0 是 不 稳定 的 平衡 


位 置 。 
5-16 当 ki>mog 时 ,0=0 是 稳定 的 平衡 位 置 ,而 当 ki<mg 时 ， 6=0 是 不 
稳定 的 。 


振动 微分 方程 ， m1 9 + (kl~mg)0 = 0。 


5-17 mo= myvt+ 


Ga 计 


第 六 章 


ns 十 


r2 


名 ie ps Ee 和 
6 1 (1) ed LL (p2+ 十 3 + UC,0,9)) 


(3) H= (Pt pI+p"") -ozpy- yps) + Us,Y,2), 


p _ 要 | 
6-2 HH Tm By mol cos 有 二 -ml 到 


1 
6-3 a 9g(5- 8cos0O+3cos:0)? 
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第 八 章 
_ Pb -Eo 
es 本 atb" 


8-2 Nj]= EP， N,= 2 A 


8-3 df | 一 0。 
8-6 Omsx= 1.04 kN/cm’。 


Pa? 
8-7 (1) a U4= EF (31- —0), 
一 Ma ae Comal 


. _ 1 Pas 5 Pos 
SH Vm BY" opy 


9-1 o= Rotm?os,rt=1m(o— 02)o 
9-2 O11= (Tyz2+ T2721)1/2,02=0,03= 一 Clo。 


9-3 al=2730,0a=0,0s= 一 730。 


= 
9-4 5c 2 一 
9-6 满足 。ez= 人 ,ey= 全-，er= 
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